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SU(3)/Tmax
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E
F4/Spin(8)

_�iWX�?#O�JY9�:<;>=�?A@
=�D�=K�	:<SF=<�6kF=�DKL6:KB�?>;#l�IFHFD�?>=�H6:<LF?>=�B�:�l@Q2D<gFg�:�l�:�LFD�H6M2:�g6EF8>D�B�:<LFLF��R,IFD�=�D�S/P2EFk�d
kFE�IF;>HF;>B�D%96EF=/B�?>;ÉM�;>=�HFEFSFECD�X��m;>]>D,IFD<g6D%JK;>LFE�@�?YIFD<g6D%J�EF=�;#gOM�LFD�R�?>;>SF�FEFD�LFLFD�R
SFHFEFB�EF8>LFD�RCBÉM�;>=�HFEFSFE/?>D�?%M�;>�K:<LFLFD�R�?>;>SF�FEFD�LFLFD�RCSFHFEFB�EF8>LFD�R¢��:Y=�:<S�JK;m=�DF��kF=�D
9FgF@ÉIFHFD�?>=�H6:<LF?>=�B

Sp(3)/Sp(1)×Sp(1)×Sp(1)
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W6 := SU(3)/Tmax,

W12 := Sp(3)/Sp(1)× Sp(1)× Sp(1),

W24 := F4/Spin(8),
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g������������3�5�������5
Ad(H)

! � $ ��������� $ � $ � " �)�:�63�5�� $ � " ���������/������� $ ��� "

(·, ·) = x1〈·, ·〉|p1
+ x2〈·, ·〉|p2

+ x3〈·, ·〉|p3
, (2)

�����
x1
*
x2
*
x3
� ����3��F�G������324 $ �É������)����+��������324 $ �É�,������3 � �

C�� " ����� " *����+����3 ���/��� � ���:� � ��5���(���(��Q� $�$ ��1 ������������� $ ���+��J ��3�3 �61��
����32+���� $ � N � E � G,����� $ ��������� " � r � �Ns � $ ���$�+������� " ����� $ ���/�¼����+�������)
�+���+�������C��� � � � $ * N � L�� $ ��*�L � � ��� $ �>��r � � s *���������� " ��3 ���/��� � ���:� � ��5
�
r � �Ns 5���3�5�������5 ����3 $ ��)�*����+� ����� " 5��:�+���
r � � s � $ �Q����32+���� $ ��������������� !
3��F��� $ ���T���������+����� ����+������

G
�

��3�5 ��(���(��Q� $�$ ��1�������������� $ ���+� J ��3�3 �61����
a1 = a2 = a3

$ � " �'����32+ !
��� $ � ��32����+ � �Q���>��(���(��Q� $ ���/���/����� " � ���
��u�}2��u�v,r�� r � � s � ���0	����

G/H
.)��
#.���4	 . �(���(��* � ����� � � ��� 	��.� 	���$

	��+�3� �5"��
)
�	�#	%	
a1 = a2 = a3 := a

�#+&� �
a ∈ (0, 1/4)∪ (1/4, 1/2)

���0��+&� 	
�9	�
)�

a < 1/6
� ��� ������
	�
)�������!	������%� ��'����
�( � )�)4����&���.�3������� �)	�� � ���.���$
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 ��)����� ���� ( � )�)4� ��� ���.���
)�
	�� 	,� �,12	������� 
 ��)����� ���� ( � )�)4��� �9	�
)�

a ∈ (1/6, 1/4) ∪ (1/4, 1/2)
� ���

������
	�
)�������!	������%�2��'����
 ( � )�)4����&���.�3������� �)	��%� ���.���
)�!�(��* �,+������
� $
� � �)�#. � � ���.���
)�5	 ���
��� �����.
��(���� 
 ��)����� ����&( � )�)4�#�

�
	������	��������� R ���<3 ��� $ � � � "�� r � �NsÄ� +���3��������
a1 = a2 = a3 = a+�� ����32���+�����¢5����N(��$�)��� $ ��� $ ���j������3��o��(���(��Q� $�$ ��1«������������� $ ���+�oJ ��3�3 � !

1�� � G�������� " ����*'��32+����1�
a = k/(6k + 2) < 1/6

�)�����+���������+��+ ��� ����� !
������� $ ���+���

Sp(3k)/Sp(k) × Sp(k) × Sp(k)
*��¼�+������� " 5o�:�+�«������������� $�!

���+���
SO(3k)/SO(k) × SO(k) × SO(k)

*
k > 2

*/� " �%���
1/6 < a =

k/(6k − 4) < 1/4
� C�� " ����� " � �+������*2���+�'������32+

a = 1/4
�)�����+���������+��+ ���

SO(6)/SO(2) × SO(2) × SO(2)
�«����+���������(���(��Q� $�$ �É� ������������� $ ���+���

J ��3�3 �61�� ���$��4 " � �)�����/��(������ $ ��) ��� $ ������+�� � ��� � � "�� ����� �632����r � � *����/����� !
" � �NsÄ��� E���+������ � �

SU(2)
�+�F���05���3�5�������5'����� " ����� " ��(���(��Q� $�$ ���/�C����� !

������� $ ���+���J ��3�3 �61���*8�)�����+���������+��+ � �Q� " ��32+����1�
a = 1/2

� Rm32+�����)
a =

1/6
����������� �+��3�5���� �23�5 $ �������)��(��É)j� $ �������$� � � " + �)�����+���������+��+ ���F* $ � !

����� " ����*�� . 32��������� ������������� $ ���+���
SU(3k)/S(U(k)×U(k)×U(k))

� RK�+� !
����� �+�����9��� " ��������42*����+�C���632�/��� $ �9�:�6�����65G� �+�:�65G������)��:�

(a1, a2, a3) ∈
(0, 1/2]3

" �F����� �)�����+���������+����������4 $ �/�����+����� " + ��(���(��Q� $�$ � " +G������������� $�!
���+��+ J ��3�3 �61�� � � "�� r � �NsÄ���

R � ��� " +�32����+�� " ����������4'������+�3246� ���F*���� $ ����5��Q��)���5� ��32+����1�
a = 1/6� ��(���(�� �1� �Q��)'���/����� " + � ����r � � s`�
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	��+�3� � "��
)
�	�#	5	
a1 = a2 = a3 = 1/6

� �0��+&� 	 ������
	�
)�������!	������%� �� $
����
/( � )�)4� 	����� 	��#.��� ���
��� �����.
��(�� 	�����
 ��)����� ��� ( � )�)4� � ���.���
 �(� $
* �,+�� ���
��� � �)�#.

(2)
� �+� ����
���+�3����.���* �# �0	�
�������

xk < xi + xj
� +&� �

{i, j, k} = {1, 2, 3} �V �Q�U����� $ ���$��4 " �i����� � � � �����$�)����)a��32+�����) ��(���(��Q� $�$ ��1 ��������� !
��� $ ���+��J ��3�3 �61���*��)�����+���������+��+ � �Q��1N� $ �F��� $ ���

a = 1/4
*^����+���� $ � r �Ns *

������� ���:���$� $ � ��32����+ � � �65T���/����� " ��*¢� ������3 $ 5�� � �65T���/����� " + � �
��u�}2��u�v,r���r �Ns � ��	 �(���(��* � ���� � � ��� 	��.� 	���	��+�3� "��
)
�	�#	

G/H	
a1 = a2 = a3 = 1/4

������
	�
)�������!	������%� ��'����
 ( � )�)4� ��&���.�3������� �)	��
� ���.���
)� �(��* �,+��2���
��� � �)�#. �/� ���.���
)� 	 ���
��� �����.
��(����&
 ��)����� ����
( � )�)4�#�
�2��32���m�+���/�2*��23�5��:�6��� ��) " ����������� ��(��Q���/�É����3��F��� $ ��5C��� "�$ �F���$���+���

" ���������Q�)�o� " �%� � $�$ ��)T����������� $ ��)WOm�������Q��+ �Q�$���+��+���� �)��������� $ ��� $ ���
����� " 5�*��$�������+������� $ ��� " �632���/����� $�$ �É)'�����+��� Om�������T�����/� $ �+�����������C��� !
���/��������� . ��+ " ����������+ ����(�3 ������4 " ����������������3��F�G������324 $ ��)������������ $ ��)
Om������� �

C�� " ����� " * ���+� $ �1�Q�p������+�3246� �����M�)���<3 ����+ ������5 �Q������+�3246� ��� � " � r ���Ns
�
r � � s *���� $ �+��� $ �1� �����21���� �����%�Q� $ ��� �$�F���F��� �/(���324��Q��) ��������� $ � ��� $ � !
��� $ $ �Q��������324��/����� $ ����������������� �����/�������'��� $ � " �����$�)����1��������� " r ��* � 
 s`�
�Q��+��/��)F���6� $ ��)F�)����� �+��3�5�� �Q��) $ �1�Q���/�j�����21������ 5���3�5�������5N����������( $ ���
� $ �632���������$�)�������������/� $ ��� "�$ �F���$���+� " ����������*É� " �%� �Q��1-����3��F�G������324 !
$ + �M���/� � ��� $�$ + �K����������� $ + �T����3��F�G������324 $ + �K����������� $ +�Om������� �

@,�/���$��� $ �2*����+� " ���������:� � ��� ��(�3 �F����������(���� " � " ��� � $ ������� $ ��) " ������� !
��� � � � � � � $ ��������� $ � $ ��) ��� " � $ ������) " ������������*2�������F����� $�$ ��)

Ad(G)
! � $�!

��������� $ � $ � " �)�:�63�5�� $ � " ���������/������� $ ��� " 〈·, ·〉 � �+�������j� �+��324����j�+��������*���������
x1x2x3 = 1

� Y>� $ �2*K���+�ð���/����� " � � ��
p� ����� ���+��� $ �b� ���:����� ������4
�+��324������23�5j� $ ��������� $ � $ ��1 " ����������*2+�� ����32���+�����¢5�� �Q��1'+���3��������

Vol = x1x2x3 ≡ 1.

� ���)����324���+ $ ��� " �632���/����� $�$ �É) �����+��� Om�������k�)�F1���� $ 5����B��(���� " * " �
����������������� ��� " ��������324��/��������4 ���/��� " �$���+�k��(��É� $ ���/� �����+���:� Om�������
� � "�� ����������( $ ����������r � * �%� * �*� sÄ���

O ��(���� �¼� " �����F��32����+ � �Q+ ��������+�����+���+�������������3 � �)�������¢�G��� ��(��Q���
�)������� $ ��5�*��,����������32� � �����������25�����5 � ��� " +�32����������� ��� $ ��� $ ��1,32� "	" � � � *
$ �/��(F1������ " ��1��23�5 � ���:���$������324����+�������/����� "v� ��
 �
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4 ���j��u\h g�r��WwWt�ubofpkimlGu~y\g�u\hmujiWw��

4 �e������g�u\hmujiWw�u������Cz³y�w�y�t�u�v,u¼}��Ul zmi�}Ug�ujimiml���h	w�|~|~u¢��uji��Ww#"
rXofpkiml�� � ��rqgki�ujiWwW{Y� Y>� $ �2*����+�T�����

a1 = a2 = a3 := a
�23�5p����� " ��� !

$ ��������)
di
" ����+�32��)

pi
� " ��� "

d1 = d2 = d3 := d
� G������ "�$ � " *����+�T�23�5

������������� $ ���+�
W6
*
W12

�
W24

�������+�F5 $�$ �65
a
���+� $ 5�������5

1/6
*
1/8

�
1/9�)�����+���������+��� $�$ � � � "�� ����������( $ ����������r �%�NsÄ��� G������ "�$ � " � �+�����,����������� �+� !

32� $ ���/�23�5�����������+����� Om������� " ����������� � ��� �

Ric = r1 Id |p1 + r2 Id |p2 + r3 Id |p3 ,

�����
ri :=

xjxk+a(x
2
i−x2

j−x2
k)

2x1x2x3

� �<3 �+� $ �É�«� $ �F��� $ ��5D����������� $ � Om��������*
{i, j, k} = {1, 2, 3} � Rm32��� ����������324 $ �2*��23�5 �)�:�63�5�� $ ��)������������ $ �

S
� �+����)

" �����������~� " ��� "

S = d · x1x2 + x1x3 + x2x3 − a(x21 + x22 + x23)

2x1x2x3
.

@�������324���+�5 . ���G���+��� $ ���+����*6+����+� $ � $ ��� �)�F�W$ �,������������� $ ���+���61 J ��3�3 � !
1�� " �F�����/(��É��4��)������� $ �>� ��������� " � ��(�� � $ ����� $�$ ��1,��� �C� ����� $�� ���6324 $ ��1
+����+� $ � $ ��)

dxi
dt

= −2xi(t)

(
ri −

S

n

)
, i = 1, 2, 3, (3)

�����
n = dim(p1) + dim(p2) + dim(p3) = 3d

�
. ������� " ����������� $ �����C*�� $ ��������� $ � $ �É�5��� $ ����������324 $ � " �����Q� ��(���������� !

$ ��5��
w1 :=

x3
x1
, w2 :=

x3
x2
.

A��+���:�+� � � � �+���+� $ � "�$ ���

1

wi

dwi
dt

=
1

x3

dx3
dt

− 1

xi

dxi
dt

= −2(r3 − ri), i = 1, 2,

�+� � � ��" �F� $ �G���������$����� � ��32����+ � �Q��)���������� " ����� $ ����������324 $ �
w1 > 0

�
w2 > 0

�

dw1

dt
= f(w1, w2) := (w1 − 1)(w1 − 2aw1w2 − 2aw2),

dw2

dt
= g(w1, w2) := (w2 − 1)(w2 − 2aw1w2 − 2aw1),

(4)
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t := x3/t
�
x3 > 0

��� $ �����É)³������� " �����T����� " � $ ��* $ � " � $ 5�� �Q��)
� $ ���������6324 $ �É�>���������É�,�j��1������� $ � � � ��� �

4 � 4 ����img�r��Ww�rqiWtqimlGu zW�WwmgklGu w}�y�}��UlGuNt�}2xWzWwsy�w�y�t�u�v l � � �F�
� ���/����� ���:���$����4 ��32����+ � �Q+ � 32� "	" + �

�¼u�v,v,r ��� ����
w1 > 0

�
w2 > 0

	 � � 	��3����
)�)��� 	�
��� ����* ������+�3�&� $
�#� � �)�#.��

1) � ��)��� � c1, c2
�
c3
���� ����� �.
� ����� � 	����'�+�3���4	��+�3� ���� � � 	��(�� �)�#.�� �

w2 = 1
�
w1 = 1

�
w2 = w1

� .)��
#.����4	 .5���)�!	+���	���� ��� � � �'� �� 	������.
��(��
	���	���� � �

(4)
�

2)
����

a 6= 1/4
	���	���� �
	

(4)
��� �+��� �����(��&)������ ��� ��.��� �����#� � ����� �

� 	��(��� � ���!) 
)�
E0 = (1, 1)

�
E1 = (q, 1)

�
E2 = (1, q)

�
E3 = (q−1, q−1)

��+&� �
q := 2a(1− 2a)−1 ������
�+������+�� � E1

�
E2

�
E3

.)��
#.����4	 .!	�����
�	 � ����	
E0 ��� �0	������ )4�)��� � ����
� � �

C����/����� $ �2*����+�C���¢5 " �É�
c1
*
c2
�
c3
� " �%������(��Q+ � �+������+

E0
� ��������� !

3�5���� ��(�3 ������4
(0,∞)2

$ �
6
�)��5�� $ ��1 *¢��������� $ � $ ���������$���/�:�1� �Q��1���5 ��� "W!

��� $ � $ � ��. ������+ ��� "	" ����������*���������+ �Q��)'������������� $ ���+��� " J ��3�3 �61���*6� ����� � !
�+��� $ ������+�������4������������ $ ���0���%�Q� $ ��)���������� " � � � � ����� " ��� $ � $ ��� � � "�� ��� !
������( $ ���������r � � sÄ�

Ω :=
{
(w1, w2) ∈

� 2 : w2 > w1 > 1
}
.

4 � ���pq i�}! pu�y�tqg�}
D
v,u¢t��WwWz ��}ao	}! NwWt�ubofpki�}2{ y�u¢z��Ww�}Uimi�}2{

zW�Wwmg�wmnbimlj����3�5b������������� $ ���+� J ��3�3 �61��'����������( $ ��� �������/� $ ����� $ ������� !
� $ � $ ��1 " ���������o� ����3��F�G������324 $ ��)y���/� � ��� $�$ ��)y����������� $ ��)b(���3�� ��� $ �
&'� � �K. �632���/��� " � r �2*	���/����� " �N� s`� ' ���$��4 " � ������� � ��� " +�32����+�� " ���/�
������+�324�� �����D������������� $ ��� �61

(w1, w2)
� L��+�¼�����:���$� $ � ��r � � s * "�$ �F���$���+���

" ����������* � ����+��)�:�1� �Q��1p����3��F�G������324 $ + � ���/� � ��� $�$ + � ����������� $ +�*�������� !
$ ����������������5>��������� " �

s1
*
s2
�
s3
� � "�� 32�/��+ � ��� $ ��3242*������ �%�F� *��$�F��� $�$ � " �

�)�����+���������+��� $�$ ��+����+� $ � $ ��5 " �

w2
1w

2
2 − 2w2

1w2 + 2w1w
2
2 + w2

1 + 2w1w2 − 3w2
2 = 0,

w2
1w

2
2 + 2w2

1w2 − 2w1w
2
2 − 3w2

1 + 2w1w2 + w2
2 = 0,

3w2
1w

2
2 − 2w2

1w2 − 2w1w
2
2 − w2

1 + 2w1w2 − w2
2 = 0,

�����
w1 > 0

�
w2 > 0

� G,�$��3��F� $ �/+�(���������4���5�*6���+� . �+� "�$ �F���$���+�����)��5�� $ � �
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Ë�ÌFÍ Î�Ý6Ù<Ý�Ò>ÛÉÍ ÎÉÙ�ÎAÖFÛÄÕ�Ò#ã'Ð<ß�ÛeÒ>Ï>Ò>Ô�Ó�ÛeÒ>ÎAÖFÑ ÓAÎ0Ð�ÔGÓAÌFÒ/Ò#Õ�Ð�Ñ Ö�ÓAÍ Ð�Ô Ð<ß�Ý�Ð�ÎAÍ ÓAÍ Õ�Ò>Ñ ãGÏ>ÖFÛÄÕ�Ò>Ü
×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï>Î�Ð�Ô,ÓAÌFÒ�v�Ù<Ñ Ñ Ù<Ï`Ì�ÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î

SU(3)/Tmax
�
Sp(3)/Sp(1) × Sp(1) × Sp(1)

�¢Ù<ÔFÜ
F4/Spin(8)

_�vQÒ�ÜFÍ ÎAÏ>ÖFÎAÎ�ÓAÌFÒ�ßÆÙ<Ï#Ó�ÓAÌ6Ù�Ó�ÓAÌFÒ�ÔFÐ�Ûe×0Ù<Ñ Í u>Ò>ÜYè�Í Ï>Ï>Í�s6Ð�tGÒ#Õ�Ð�Ñ Õ�Ò>Î2Ù<Ñ Ñ�Þ�Ò>ÔFÒ>ÛeÍ ÏÍ Ô�Õ�Ù<ÛeÍ Ù<Ô�Ó è�Í Ò>×0Ù<ÔFÔFÍ Ù<ÔY×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï>ÎTt^Í ÓAÌ�Ý�Ð�ÎAÍ ÓAÍ Õ�Ò�ÎAÒ>Ï#ÓAÍ Ð�Ô6Ù<Ñ6Ï>ÖFÛÄÕ�Ù�ÓAÖFÛeÒ�Í Ô�ÓAÐ	×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï>ÎTt^Í ÓAÌ
×ÉÍ ä�Ò>ÜKÎAÒ>Ï#ÓAÍ Ð�Ô6Ù<ÑFÏ>ÖFÛÄÕ�Ù�ÓAÖFÛeÒ^ß Ð�Û2Ù<Ñ Ñ�v�Ù<Ñ Ñ Ù<Ï`Ì�ÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î�Ù<ÔFÜYÓAÌFÒ�ßÆÙ<Ï#Ó�ÓAÌ6Ù�Ó2ÓAÌFÒ�ÔFÐ�Ûe×0Ù<Ñ Í u>Ò>Ü
è�Í Ï>Ï>ÍTs6Ð�t Ò#Õ�Ð�Ñ Õ�Ò>ÎYÙ<Ñ Ñ�Þ�Ò>ÔFÒ>ÛeÍ ÏÉÍ Ô�Õ�Ù<ÛeÍ Ù<Ô�Ó�è�Í Ò>×0Ù<ÔFÔFÍ Ù<Ô�×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï>Î�t^Í ÓAÌQÝ�Ð�ÎAÍ ÓAÍ Õ�ÒÉè�Í Ï>Ï>Í
Ï>ÖFÛÄÕ�Ù�ÓAÖFÛeÒKÍ Ô�ÓAÐY×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï>ÎJt^Í ÓAÌ�×ÉÍ ä�Ò>Ü�è�Í Ï>Ï>Í¢Ï>ÖFÛÄÕ�Ù�ÓAÖFÛeÒ	ß Ð�Û ÓAÌFÒ�ÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î

Sp(3)/Sp(1)×
Sp(1) × Sp(1)

Ù<ÔFÜ
F4/Spin(8)

_>vQÒ/Ù<Ñ ÎAÐCÜFÍ ÎAÏ>ÖFÎAÎKÎAÐ�×ÉÒÉÛeÒ>ÎAÖFÑ ÓAÎ�ÛeÒ>Ñ Ù�ÓAÍ ÔFÞCÓAÐC×ÉÐ�ÛeÒ
Þ�Ò>ÔFÒ>ÛAÙ<Ñ�ÌFÐ�×ÉÐ�Þ�Ò>ÔFÒ>Ð�ÖFÎWÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î%_

SLT*ULV�W5X'Y[Z d v�Ù<Ñ Ñ Ù<Ï`ÌmÎAÝ6Ù<Ï>Ò��%Þ�Ò>ÔFÒ>ÛAÙ<Ñ Í u>Ò>Ü*v�Ù<Ñ Ñ Ù<Ï`ÌmÎAÝ6Ù<Ï>Ò���è�Í Ò>×0Ù<ÔFÔFÍ Ù<Ô�×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï��%è�Í Ï>Ï>Í
s6Ð�tm� ÎAÒ>Ï#ÓAÍ Ð�Ô6Ù<Ñ�Ï>ÖFÛÄÕ�Ù�ÓAÖFÛeÒ���è�Í Ï>Ï>ÍWÏ>ÖFÛÄÕ�Ù�ÓAÖFÛeÒ��WÎAÏ%Ù<Ñ Ù<Û0Ï>ÖFÛÄÕ�Ù�ÓAÖFÛeÒ��WÝFÑ Ù<Ô6Ù<Û�Ü�ã�Ô6Ù<×ÉÍ Ï%Ù<Ñ
Îeã�ÎeÓAÒ>×,�FÎAÍ ÔFÞ�ÖFÑ Ù<Û Ý�Ð�Í Ô�Ó%_
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�N(���(�32��������� � ���U� $ ��) � ���/��32��� �����63�����4T������1�������� " �����������$�)����� ��� " ��) !
���+��������� � ���6324 $ ��1 ��� $ ������� $ ��1�������������� $ ���+�����+������� ����� $ ��5 $ ��� " �632� !
�/����� $�$ ���/�������+���:� Om������� �� ���+��� Om������� � . �+� " ��32+������C�$�F������� . ����30� !
� ��� � $ ��������� $ � $ ��1 � ��� $ ������� $ ��1 � ��� " � $ ������1 " ��������� $ �'�����/� " ������� !
����� " ��1��� $ ������� $ ��1 ������������� $ ���+���61J ��3�3 �61�� � J����+� $ � $ ��� $ ��� " �632���/� !
��� $�$ ���/�������+���:� Om������� �)������������5 ����������� " �,� ��+¢1��(�� � $ ����� $�$ ��1G��� �/!
� ����� $�� ���6324 $ ��1Q+����+� $ � $ ��) ������� " 5'������� " ������� " �

a1
*
a2
*
a3
*������)��(�� "

�+�����:� " . �+��)M��������� " � �)�����+���������+��+ ��� � $ ��������� $ � $ �É� " ����������� � ) $�!
�Q����) $ � r � s`��' ���$��4~����+�����������5 "�$ �F���$���+���

Ω
� $ �F��� $ ��) ������� " ���������

a1
*

a2
*
a3
* �����F�����+������1p+���� " 5 $ +�� �65y��� �Q� ��������� " �j� " �����T1�����5b(��B��� $ +

���É���F����� $�$ + �B���)��(�+ � �+������+ ��� ���:���$� $ �2*2���+� "�$ ���/����(����������
Ω

��������� !
����������5 +����+� $ � $ ��� "

Q(a)
����
= (2s1+ 4s3 − 1)

(
64s51 − 64s41+ 8s31+ 240s21s3 − 1536s1s

2
3 −

− 4096s33 + 12s21 − 240s1s3 + 768s23 − 6s1 + 60s3 + 1
)
−

− 8s1s2(2s1 + 4s3 − 1)(2s1 − 32s3 − 1)(10s1 + 32s3 − 5)−
− 16s21s

2
2

(
52s21 + 640s1s3 + 1024s23 − 52s1 − 320s3 + 13

)
+

+64(2s1 − 1)s32(2s1 − 32s3 − 1) + 2048s1(2s1 − 1)s42 = 0,

�)�F�



��� �%	!��3��� ��� ���
�����

s1
*
s2
*
s3
� . 32� " � $ � ��� $ �É� ��� "	" �����������$�)����� "�$ ���/����32� $ �C*����+� $ �É�

�)�����+���������+��� $�$ �

s1 = a1 + a2 + a3, s2 = a1a2 + a1a3 + a2a3, s3 = a1a2a3.
� ���

. +��:���$� $�$ ��1 ��� �Q������(���� �61 (���3 � ���/��32��� ����� $ �i���)��(��65 �+�����:�
P1 = ( 14 ,

1
4 ,

1
4 )
�C. r � s ��� $ �-���/��32��� ����� $ ���r������1K���)��(���1 �+�����/� �����¢5�� !

�����
1
*
2
*
3
"�$ ���/����(���������5

Ω
�G�����:���$� $ �����/��������+�����+������ � ��3�� "���� ������� !

��� $ � �:�F���$���+��� $�$ �����������/� $ ����������1��� " ��� $ � $ �+��� "�$ ���/����(���������5
Ω
�~��1

���$��� "�$ ���/�b����������3��F��� $ ��5 � C5� $ ��� $ ��)W�+� � � $ �N�����³���/��32��� ����� $ ��� (���3
�%����3 � $p$ �T����� " � $ � $ ��� " ���+��� ������ " ��4�������� $ ��)F�632����(���� � � � $�$ �65p��� !
(���� �G�������23 ���)����� " ���+���N����32+���� $ ��5¼�<3���(��6324 $ ��)~������� " ���������$� � ��� "�$ � !
�/����(���������5

Ω
�:�+���/������� " � $�$ ��1

s
*�� �+�Q���/������� " � $�$ ��1

a
� ' ���$��4��C���632���

����32+¢�G��� $ � " �Q��� � �+� " ��(���� $ �F����� " ���/���+���T���%� 3 �
�������� �� ����� ��� G����/����� "

s
��6�7�� ��*�$%"��+1��/��0�& "�$ ���/����(���������5

Ω
*

�$��32�«���/��� $ �632���������$�)����� �������/� $ ��� ��� $ � �p������� " � $�$ ��1
si
*
i = 1, 2, 3

*
�

a
��6�7�� ��*�$%"��+1��/��0�& "�$ ���/����(���������5

Ω
*'�$��32� � � ������� " � $�$ ��1

ai
*

i = 1, 2, 3
�

. (�32�����y�:�6��� ��)p��� ���)��(���1~�+�����/� "�$ ���/����(���������5
Ω
" �F� $ ����É����3 !

$ ����4G����� �6324 $ �É)j3����:�6324 $ �É)�� $ �632�����j������4'��� � ��� $ �6324 $ + �M�����������:��� !
" � � ���S������1 ��� " ��� $ � $ �+��� "�$ ���/����(���������5 " ���+����� " ��*��������/� $�$ � " ���
r � s`�
CÉ� $ �+���-�<3���(��6324 $ ���ð������� " �����������$�)����� ����������� �+��32� $ ��� "�$ ���/����(���������5
" �F�����G(��É��4 ��+ �Q�$���+��� $�$ �G����32��� $ � " ��� "�$ ������1 ��32+����65�1 *��G������� $ �������
�23�5'����32+���� $ ��5G3����:�6324 $ ���/�C������3��F��� $ ��5 "�$ ���/����(���������5G�'���/� ������+��632� !
�$� � ��� �
� � $�$ �65-����(���� �«����������� �+��3�5����W�)��(���)Q�)�������1�Q� $�$ �É)Q��������� $ �ð����� !

����� $ � ��r 
 s *������,��� $ �'�����/����� $ +��+���C����3��F��� $ ��� " ���+����� �0� ��324���+�5���4 ��32+ !
����� " *2�+���+���W���É���6� ����� (�3 ���/������� $ ������4b����� � �$�/�)����+ I � � � �Y��� $ �«�$�
��3���� ���+����� $ ���5��(���+¢����� $ ���/������+�3246� ���+��� ����(������ �

4 � ��t��W� zWt�� ��r�h	w�y�zW�Ww�v/wmi�rqiWtqi�}	��} v i�}! pu�y�tqg�r
zW� �2wWx�u�y�z�}	��} v i�}	��}2x o	uji�r

� ������1����y���
s
! ����������� �+��32� $ ��5 �

a
! ����������� �+��32� $ ��� "�$ ���/����(���������5

Ω�$�F����������5 �����/��(������/����� $ ��� " � ��� *'�:�6�����É)S��� " ��� $ � $ �W�����+�������/� ������� !
��� �+��3�5�������5 ���������

si = σi(a)
*¢�����

σi
� . 32� " � $ � ��� $ �É�9��� "	" �����������$�)�����

"�$ ���/����32� $ � r � *��<3 � ��*�� �?�%�Ns �
σi(a) =

∑
k1<...<ki

ak1 × · · · × aki
� . ��� !

32+ð���/����� " � . ����� � ������� " � $�$ �É�
a
" �F� $ � �����/� " ��������������4F�:�+�T����� $ �
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$ �/�����+�������/�������� " ���)������324 $ ���/���+�(������$�)�����/� "�$ ���/����32� $ �

χ(y)
� ��� .��/!

� � � ��� $ � � " �
s
�

χ(y)
����
= y3 − s1y

2 + s2y − s3.
� � �

C����/����� $ �2*����+� ���É���6��� $ ��� �)�F� �$�F�������
s
! ����������� �+��32� $ ��� "�$ ���/����(���� !

����5
Ω

�j�+��)N���������
Π1
������������� $ ���+������ .��C� � � ��� $ �+���

Π ≡ � 3 "�$ ���/� !��32� $ � � � � *K�����¼������32��� $ ��) � " �����«�����T���%�Q�$���+��� $�$ ��1 ����� $ 5 � L��+� ��� !
���$��� $ ��r �Zs *������C������������� $ ���+���

Π
���%�Q�$���+��� $�$ ���/� "�$ ���/����32� $ � ��������� $ �

n����32������5Q�����)����� " � $ � $ � $ � "N"�$ �F���$���+��� "¼$ �
1+[n2 ]

��(�3 ��������) ��������32��� !
$ � " ������3�� " ���%�Q�$���+��� $�$ ��1 ����� $ ��) � ��3�5���+�(������$�)�����/� "�$ ���/����32� $ ��� � !
����1 ��(�3 ��������)G� ��� ��. ��(�3 �������

Π1
"�$ ���/����32� $b� � � � " ����������� ���%�Q�$���+��� $�!

$ ��1F����� $ 5�*�� ��(�3 �������
Π2
� ����� $ ���%�Q�$���+��� $�$ �É)N�N� ��� ��� " ��32�/�:� $ � !

�)�����¢5���� $�$ ��1 � E���� $ � � ��) ��(�3 ��������)
Π1
�
Π2

��32+¢�G���,�����)����� " � $ � $ � $ �65
���������¢1 $ ������4

D(χ) = {s : D(χ) = 0},
�����

D(χ)
� �����)����� " � $ � $ � "�$ ���/����32� $ �

χ(y)
�

%'tqg�u¢�� �hmujiWw�u ����� 
#. ����+��/)#���(��� � �����+��!)4
� ��	
χ(y)

�)	���
���� �)�
��� 
)� �3�,* �9	��+�3� ����� � ������+�(��)������� � �%� � 	���	!���!) �� � )#���(��� �,+�� 
�� ��������$
�)�� �����

s
�+� ����
���+�3����.)
)� ��&� 	��3� ��	��+� �

D(χ) > 0
��� � �9	 �

D(χ) = −4s31s3 + s21s
2
2 + 18s1s2s3 − 4s32 − 27s23

� � �
�9	���� ����	 
 ���� ����	���� �����+��!)4
� ��	T� � � �
. r �Os �����:���$� $ �2*����+�É�����)����� " � $ � $ � $ ��� "�$ �F���$���+���

D
���������/����324 $ ���/�

���%�Q�$���+��� $�$ ���/� "�$ ���/����32� $ �,� ����+��)�:��������������������� $ ���+�������/� ��� .��C� � � � !
� $ �+���

Π
����32� $ � " ���6324 $ + � ������� " ���������$� � ��� � ��3�5 "�$ ���/����32� $ � � � � � $ �

� " ����� �����

D(χ) :
{
s1 = 2t1 + t2, s2 = t21 + 2t1t2, s3 = t21t2

}
.

� 
 �
� �+�~32� $ ��)������ �65N�����/��������� ���1� � �65���5b���������¢1 $ ������4�� ������(��1� �Q��) "�$ � !
���$���+���,���¢5 " ��1 ���������'��� $ ��������� " �����������$�)�����/����� " ��)����+���

D (1)(χ)
���)� !

(���1 �+�����/� �,������� " ���������$� � ����)

D
(1)(χ) :

{
s1 = 3t1, s2 = 3t21, s3 = t31

}
.

�e�¢�
� �������¢1 $ ������4

D(χ)
(������ � ��� $ �6324 $ � . ���������632� $ � $ � ��3����)��������� � 2 �L,�������65F���)��(���1p�+�����/� �e�¢� � ����������� $ ��� �61

(t1, t2)
�$�F�������j(����/���/����������+

�����������/�G�¼��������4����/�������F����� $ �+���2*���(��'�����
t2 = t1

������� " ���������$� � ��5 � 
 �
��������1�������� � ������� " ���������$� � ��� �e�¢���



��� �%	!��3��� ��� ���
� ��� �:�6��� � " � ���:����������� $�$ � " � $ �F��� $ ��� ������� " �������

t2
���É���6��� !

$ ��� � 
 � ������������3�5���� ��������(���32+�*:�����+�����65T� " ����� �:���/� $ ���5���+�������/� �����¢5�� !
�:� �>����������) ���)��(���1'�+�����/�~�����

t1 = t2
� A��+��� " ��(������/� " * $ � ��3����)���������

(t1, t2)
���¢5 " �É�

t1 = const
�)�����+���������+��+ ��� �:���/������324 $ � " ������������) �e�¢� *

�¼���¢5 " �É�
t2 = const

�)�����+���������+��+ ��� �:���/������324 $ � " ��������(���3 � " *^�$� " � !
� �1� �Q� " ����� �����)����� " � $ � $ � $ + �����������¢1 $ ������4 � A�� " �/� " � " �����)����� " � !
$ � $ � $ �65j���������¢1 $ ������4

D(χ)
��(������/����� $ �C� ��+ " 5���� " ��)����+��� " ����(�������+ � !

�Q��1 �8��� " ��)����+��� " �:���/������324 $ ��1~���¢5 " ��1p�F��� " ��)����+��� " ��������(���3^* �:���/� !
� �Q��1���5����������)���)��(���1'�+�����/� �

������}2xWzWw³v i�}	��}�}��2��rqn�w��
Ω
i�r

h	w�y�zW�Ww�v/wmi�rqiWtqi�}2{ ��}Ug�u¢��� i�}�y�t�w
D(χ)

�������� �� ����� ��� � +�����4
ϕ(s)

� $ �/�����+�����É) "�$ ���/����32� $�� A������:�
s = s0

"�$ �F���$���+���
ϕ(s) = 0

$ ����� ����������5 ,�*�,���,�;:$',�(3��,�;
k
�&-., 6�, 7)� � �

� " * �$��32�y� . �+��)b�+������� ��(����1� �1������5�� $ +�324 ����� ������� $ �É� ���������/����� $ �É�
"�$ ���/����32� $ �

ϕ(s)
���

s1, . . . , s3
� �

k
! �/�«�����¢5�� �:� ����30����������324 $ �ð� $ �

��(����1� ��������5 � $ +�324C1�����5G(��T��� $ �,������� $ �65'���������/����� $ �65������¢5�� �:�
k+1

�
C5�)��(��É�G�+������� "�$ ���/����(���������5

Ω
�
a
! ����������� �+��32� $ ���N5���3�5�������5 $ + !

3�5 " �~�����$�63 ��*���(������/����� $�$ ���/� "�$ ���/����32� $ � " �)�F� � ����� " �~���/�G������� $ � " �
���������/����� $ � " � ∂Q

∂a

�)� ���)����324���+

∂Q

∂a
=

(
∂s

∂a

)T
∂Q

∂s
,

�+� $ +¢� $ � ������������32����4 ���)��(��É�,�+������� "�$ ���/����(���������5
Ω

�
s
! ����������� �+��32� !

$ ��� � ���)��(��É�Y�+��������5�����(���� $ �0�����/��(������/����� $ ��5 � ����� G,�����������������+��� $�$ �É�
���É������32� $ ��5~�����:����� ���1���

D(χ) = J2 *������ J = det ∂s∂a = (a1 − a2)(a2 −
a3)(a1 − a3)

��� � . �+� " +j�����/� " ������� " � $ �F���632� ��(��Q�����+������� "�$ ���/����(���� !
����5

Ω
� �����)����� " � $ � $ � $ ��)j���������¢1 $ �������

D(χ)
�
s
! ����������� �+��32� $ ��� �

. ��������324���+�� " ��5 ������� " ���������$� � ����) �e�¢� � ������32� ��������� � $ ������� ���
� � ��� " +�32+ �)�F� ����32+���� " * ���+� $ �����������)����)��(���1~�+�����/� �e�¢�

Q(s)
� �+� !

�+��������+�������5��
Q(s)|D(1)(χ) = −(2t1 + 1)4(4t1 − 1)8.

G,+�3�5 "
t1 = 1

4

�
t1 = − 1

2

�)�����+���������+��+ �������)��(��É�É�+�������
P

(3)
1 =

(
1
4 ,

1
4 ,

1
4

)
�
P

(3)
2 =

(
− 1

2 ,− 1
2 ,− 1

2

) ��������4����/�~�����¢5�� �:� "�$ ���/����(���������5
Ω

�
a
! ������� !

��� �+��32� $ ��� � � "�� r ��*�� ��(�32� � � � * � sÄ���
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�+�� ��� 	�� )��9	 
���� ����3�&��$�� 	��+� �\�
� ������� �+��3�5�5G������� " ���������$� � ��� � 
 � � "�$ ���/����32� $

Q(s)
*�����32+���� " *����+�

������32��� $ ��)T�����)��3 �F��� ����������5 $ � "�$ �F�G������32���

Q(s)|D(χ) = −(1 + 2t2)
(
8t1t2 + 8t22 − 4t1 − 4t2 + 1

)
×

×
(
16t31 + 16t21t2 − 4t1 − 2t2 + 1

)3
.

� ���

A��+��� " ��(������/� " * "�$ ���/����(����������
Ω
�������$���/�:��������5 � �:���/��������5 � �����)����� " � !

$ � $ � $ ��)-���������¢1 $ �������
D(χ)

�6� ��324ð������1X��� $ � " ��� $ ��1 "�$ ���/����(���������)�*
�:�6��� ���É���9�����+������1 ������������� $ ��� �61

(t1, t2)
������������3�5�������5 $ +�3�5 " ���)����� !

���������+��+ � �Q���/� "�$ �F�G������3�5 � ��� " +�32� � ����� C�(���� $ �F��� " . ��� "�$ ���/����(���� !
����5T���������

Z1
*
Z2
�

Z3
�)�����+���������+��� $�$ � � � "�� ����� � �F���

���q^������ �,LFD�]>D�D�X�H6:<8>E�@
Zi
�
i = 1, 2, 3

�FE/SFHFEFB�:�@,D�?>D�X�� l�=�D�kF;>S
D(1)(χ)L6:YI�g6D�?>S�D�?>=�E

(t1 , t2)
_\y�H�O�J�S�:�M�E,IFD�S�:<8%:<LF�p=�D�kFSFE�IF;>HF;>?>;>kF;>LFE�@�SFHFEFB�� l�_

. ���Q�����y���������É�C� ����+��)�:�1���G��� � ��� $ �6324 $ + � ������� " ���������$� � ��� � $ �
��3����)���������

(t1, t2)
��������� $ � �������$���/�:�1������5� �������É����1T�+�����:�61 �

• Z1
�

Z2
�������$���/�:�1������5 � �+������� ( 5

8 ,− 1
2

) �



� � �%	!��3��� ��� ���

• Z1
�

Z3
�������$���/�:�1������5 �Q�+������� (− 1

2 ,− 1
2

) *:�)�����+���������+��+ � �Q��)G�+��� !
���
P

(3)
2

$ � ����������) �e�¢� *�� �:���/�1������5����+������� ( 1
2 ,− 1

2

) *��)�����+���������+��+ � �Q��)
�+�����:� "

P
(3)
3,4,5

�
• Z2

�
Z3

�:���/�1������5��T�+������� ( 1
4 ,

1
4

) *��)�����+���������+��+ � �Q��)¼�+�������
P

(3)
1$ � ����������) �e�¢���

� $ ���/����(���������5
Zi
*
i = 1, 2, 3

*����)�����+���������+��+ � �Q� " �¼�+�����:� " �¼������� !
������� $ ��5T�����:���$� $ � $ � ����� � ���

G,�����������������+��� $�$ ��) ����������������) " �F� $ ��+�(���������4���5�*����+���6� ��324 "�$ ���/� !
��(���������)

Z1
�

Z2
�����)����� " � $ � $ � $ �65T���������¢1 $ ������4

D(χ)
����� $ �)�������/�6324 !

$ �«�������$���/�:��������5T� "�$ ���/����(���������� "
Ω
*2�«�+�o����� " 5T�:�+�T�6� ��324 "�$ ���/� !

��(���������5
Z3

+��:���$� $�$ �É� ��� �Q�G���������¢1 $ �������b�������$���/�:�1������5 � �:���/� $ ��� "
���+�������/�'�����¢5�� �:� �0� ���)����324���+ $ ����� $ �������$��+���� $ � ����� "�$ ���/����(����������

Ω
*

�¼�+��324����¼��� ���/�p����������*������+�����É� ����������3 ���)�1������5F����(�3 �������
Π1
*������ !

�+������)
D(χ) > 0

*K�+�«������� " ���������$� � ���
Ω
$ �F� �r������������42* $ �F��� $ �65W���

"�$ ���/����(���������)
Zi
� A��+��� " ��(������/� " *���� �+��������5«�$�F���F��� ���É������32� $ ��5«��� !

��� " �����������$�)�����/� ����������� �+��32� $ ��5 "�$ ���/����(���������5��>������� "��
��3�5 ������������� $ ��5 �<3���(��6324 $ ��) ������� " ���������$� � ��� "�$ ���/����(���������5

Ω�������23 ���)��������5��32����+ � �Q��)j�����21����W�
• ���É(������ " ��� $ �¼��� "�$ ���/����(���������)

Zi
�o���É����3 $ � " � �+��+ � �$� " � $ +

������� " � $�$ ��1 *����+��(�� $ �����É� ����������� $ �����
S = (S1, S2, S3)

�$�F���+���632����� !
��3�� $ � $ ������� . �+���/� "�$ ���/����(���������5 � ��+�����4

Q̃i(S) = 0
� +����+� $ � $ ��� "�$ � !

�/����(���������5
Ω

� $ ������1 ������� " � $�$ ��1
S
�

• ������������32� "³$ ��(������ � �+����1¼� $ �F��� $ ��)¼������� " �������
S1 = const

*2�23�5
�����+������1M���������65

F : {Q̃i(S1, S2, S3) = 0} 5���3�5�������5 ������������� " ��)�*� � � �	"�$ ���/����32� $
Q̃i
� �+���+��������+�������5 $ � ��������324 $ �É� "�$ �F�G������32� � � �+�����

� $ �F��� $ ��5p������� " �������
S1 ∈ � $ ���/����� " �<7��$'��()�+*����� � *��~�23�5y�:�6��� ���/�

��� $ ��1 $ +¢� $ �G����������������4 �)����� ������� " ���������$� � ��� �
• �����T�:�6��� � "�� ���:����������� $�$ � " � $ �F��� $ ���³������� " �������

S1 = const"�$ ���/����(���������5
Zi

+����+� $ � $ ���
Q̃i(S1, S2, S3) = 0

�$�F������� $ �/�����+����+ �
$ ��������������� " + � �632����(����������$�)��+ ����������+ �

Fi
* �����+�����65ð� ����+��)�:�����b��� !

��� " ���������$� � ���

Fi : {S2 = ϕ(S1, t), S3 = ψ(S1, t)} ;
�e�¢�

• ���É����3 $ � " � �+��+ � �$� " � $ +N������� " �������
t → T

*W���+��(�� �����
T = 0���/���+���

(S1, ϕ(S1, 0), ψ(S1, 0))
������� " ���������/�����63 "�$ ���/����(����������

Zi
�

• ����32+���� $�$ + � ������� " ���������$� � ��� �e�¢� *+�>�����+������)�������� " �����
t
�$� " � $ � $

������� " ������� "
T
*	��������� �+��� " � � ��� " +�32+ � � � �ð�23�5W�:�6��� ���/�b� $ �F��� $ ��5
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S1
$ ��)���� " � $ ���������63j��� " � $ � $ ��5j������� " �������

T
* $ � �����+����� "

���É����3 $ 5�������5 $ �����+��� $ ���+���
D(χ)(S1, T ) > 0

+��+�����¢����� $ ��5 ���
A��+��� " ��(������/� " *�����32+���� $�$ �65 ������� " ���������$� � ��5N�23�5o������1N� $ �F��� $ ��)

������� " �������
S1
*:����� " � $ �/�����+�������/� ��� $ ��� $ ���/� "�$ �F���$���+����*��$�F�������Q������� !

" �����������$�)�����C����������� �+��32� $ ���,�+��)j��������� "�$ ���/����(���������5
Ω

�
s
! ����������� �+� !

32� $ ����* $ �5�����+����� "p"�$ ���/����32� $~� � � � " �����>���%�Q�$���+��� $�$ �É������� $ � � � � �,��� !
��� " ���������$� � ��5�*¢� ������3 $ � $�$ �65T������� " ���������$� � ����)'�23�5 �������������$�)����1T� $ � !
��� $ ��)�* " �F����� (��É��4T��������324��/����� $ ���23�5b����32+���� $ ��5¼3����:�6324 $ ���/�'������3�� !
��� $ ��5

Ω
�j���/� ������+��632���$� � ��� �

�^���~r���r�v,u¢t��Wwmn¢r$�Ww��<gahm}aofp v i�}	��}�}��2��rqn�wW{
Zi

.�. �+� " ����������32�'������������� " �<3���(��6324 $ �É�G������� " ���������$� � ��� "�$ ���/����( !
��������5

Ω
* ��32����+�5 �������/� $�$ � " + ��� �Q�T�����21�����+ � ���F� $ �y���É������3�5���4 �)� !

���+���������+��+ � �Q���/������� " ���������$� � ���
Ω
�23�5�:�6��� ���/�Q��� "�$ ���/����(���������)

Zi$ ���$�+������� " �2* $ � � �+����)ð�����21����T�)��5��$� $ �T(���324��Q� " ��(���� " � " ���É������32� !
$ ��)«�o���É�<3�5������¼(���32���'����+�� ��� " ��� "���� � . �+� " +y� $ �F���632�'������������� " ��� !
��� " ���������$� � ���

Ω
����� " ���Q4�� "�$ ���/����(���������5

Z1
* �����+��������� " �����'(���32���

����������+ �³������� " ���������$� � ���X�
s
! ����������� �+��32� $ ����*+�,�$����� " *���������324���+�5����/�2*

����32+���� " ������� " ���������$� � ����*:��� $ ����� $�$ �É� $ ��� ��+¢1G����+�����1 "�$ ���/����(�������� !
5�1

Z2
*
Z3
�

�^�e��� �~r���r�v,u¢t��Wwmn¢r$�Ww�� y ��}�v,}��"p	� v i�}	��}�}��2��rqn�w��
Z1
� � $ � !

�/����(����������
Z1
� " �����G����32� $ � " ���6324 $ + � ������� " ���������$� � ���

Z1 :

{
s1 = 2t1 −

1

2
, s2 = t21 − t1, s3 = − t

2
1

2

} � �¢�

�¼���$�632����+�������5~������������1j� $ �F��� $ ��5�1j������� " � $�$ ��)
s1
� . �É����3 $ � " ��32����+ !

� �Q+ ��$� " � $ +'������� " � $�$ ��1 �

s2 =
1

4
S2 +

(2s1 + 1)(2s1 − 3)

16
, s3 =

1

4
S3 −

(2s1 + 1)2

32
,

�)�/�¢�

���É���������T��� � ��� " +�32� � �¢� �23�5
s1
������� " �����

t1
�N��������� �+�����T���/� �T� ���

����+�����1 ���É���6��� $ ��5 � A���������� $ ������1�������� " � $�$ ��1
(S2, S3)

"�$ ���/����32� $
Q
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Q̃1

����
= 8s1(2s1−1)S4

2 − 8 (2s1−1)S3
2S3 − 64s1S2S

2
3(s1S2− 2S3)−

− 64S4
3 + 2 (2s1 − 1) s1

(
16s21 − 14s1 − 9

)
S3
2 +

+
(
64s41 − 144s31 + 168s21 + 12s1 − 18

)
S2
2S3 −

− 16s1
(
8s31 + 4s21 − 18s1 + 15

)
S2S

2
3 +

+16 (3 + 2s1)
(
4s21 − 6s1 + 3

)
S3
3 +

+ s1
(
160s51 − 336s41 + 24s31 + 264s21 − 84s1 − 27

) S2
2

2
+

+

(
216s41 + 96s31 − 272s51 − 300s21 + 117s1 + 128s61 +

27

2

)
S2S3 +

+
(
−64s61 − 64s51 + 320s41 − 240s31 − 48s21 + 180s1 − 81

)
S2
3 +

+ s1 (3 + 2s1) (4s1 − 3) (2s1 − 3) (2s1 − 1)
4 S2

8
+

+ (3 + 2s1) (4s1 − 3)
(
4s21 − 4s1 + 3

)
(2s1 − 1)

4 S3

8
.

�)�%�F�

. � �+��� " ����������� �+��32� $ ��� �����/����� $ �2*¢���+� ��+ �Q�$���+��� $�$ �65'�������$��������)��:�
"�$ ���/����(���������5

Ω
����������1��������p����� � $ �F��� $ ��5�1

s1 ∈
{
− 3

2 ,
1
2 ,

3
4

} � G,����� !
�����������+��� $�$ �65b�������������:� �����:����� �������F* ���+� "�$ ���/����32� $ �)�%�F�/� �+���+��������+ !
������5�������� $ �F��� $ ���

s1 = 0
� Rm32��� ����������324 $ �2* "�$ �F���$���+��� �

1
�������������$�)����1

� $ �F��� $ ��)N������� " �������
s1
* �23�5o�����+������1F��32����+���� ������������4������ � ���6324 $ �É�

������� " ���������$� � ����*��$����4 �
1 =

{
− 3

2 , 0,
1
2 ,

3
4

} ��� �����:�6��� � " � ���:����������� $�!
$ � "

s1 6∈ � 1
���������65

F1 :
{
Q̃1(s1, S2, S3) = 0

} $ ��������������� " �T�b� " �����
����� � *���32��� ����������324 $ �2*/� $ ��� ����+��)�:�����0��� � ��� $ �6324 $ + �«������� " ���������$� � ���Q�

S2 = −T
(
T 3 + 4(4s21 + 3)T 2 + 4s1(8s

2
1 − 2s1 + 3)T+

+(2s1 + 3)(2s1 − 1)(4s21 − 4s1 + 3)
)
/∆,

S3 = −T
(
4T 3 − 4s1(2s1 − 5)T 2 − 2s1(8s

2
1 − 18s1 + 3)T−

−s1(2s1 + 3)(2s1 − 1)(2s1 − 3)
)
/∆,

�)�*���

�����K� $ � " � $ ������324
∆ = 4

(
4T 2 + (4s1 + 6)T + 2s1 + 3

)
(T+s1)

�4� ������� �+� !
3�5�5����É���6��� $ ��� �)�*��� ���$� " � $ + �)�/�¢� *�����32+���� " ������� " ���������$� � ��� "�$ ���/� !
��(���������5

Ω
�
s
! ����������� �+��32� $ ��� �



��
�(� 	�
��(��	�. ��	+� 	 � ���.�����	 �)�#. 	�
�+�� ��� 	�� )��9	 
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� ����� " ���������$� � ��5 �)�*���K$ �C����(���� �������23�5j+��:���$� $�$ ��1 ��� �Q��������������� !

�)����1�� $ �F��� $ ��)
s1
*������)����324���+C����� . ����1 � $ �F��� $ ��5�1 "�$ ���/����32� $~�)�%�F� +¢���

$ ��5���3�5�������5 $ ��������������� " � " � � �+���+��������+�������5 $ �>��������324 $ �É� "�$ �F�G����� !
32��*��23�5 �:�6��� ���/�����5�����+������1 ��32����+���� ������������4 �)�����-������� " ���������$� � ��� �
L,�����������$�)�����Q� $ �F��� $ ��5~������� " �������

s1
32���/��� ������������32����42*��$��32� ���É����� !

32����4Q�����)����� " � $ � $ ���-������32������32��)j�T� $ � " � $ ������3�5���� $ ����������324 $ ��������� !
" �������

T
� � ��� " +�32� �)�*��� � $ ��)����'��1 ��(��Q��� ����� $ � �:�+� "�$ ���/����32� $ �������

������� " � $�$ ��)
s1
�

� ���)����324���+ $ ���m� $ �������$��+������+��324����0� ����������4 "�$ ���/����(���������5
Ω
* $ �'��� !

�+������)
D(χ) > 0

*2�+� �����p��������324��/����� $ ���j+��:���$� $�$ ��) ��� �Q��������� " ������� !
�$� � ��� �23�5 �:�6��� ���/� � ���:����������� $�$ ���/��� $ �F��� $ ��5~������� " �������

s1
��32����+����

���É(���������4�� �+�����0� $ �F��� $ ���0������� " �������
T
*����+��(��T���É����3 $ 5�3�����4 $ �����+��� $�!

���+��� +��+�����¢����� $ ��5 ���
�^� 4 � �~r���r�v,u¢t��Wwmn¢r$�Ww�� y ��}�v,}��"p	� v i�}	��}�}��2��rqn�w��

Z2
� � $ � !

�/����(����������
Z2
� " �����G��� � ��� $ �6324 $ + � ������� " ���������$� � ���

Z2 :

{
s1 = −u

2 + u+ 1

2u
, s2 =

1− 4u2(u+ 1)2

4u
,

s3 =
(2u2 + 2u+ 1)2(u+ 1)

32u2

}
.

� ��� " � $ 5�5T�����21����j����������3 � ��*�����32+���� " ��32����+ � �Q+ �������� " ���������$� � ���Q�

S2 = −T
(
T 3 − (2u+ 1)(2u3 + 3)T 2 − (4u7 + 12u6 + 7u5 − 12u4−

−12u3 − u2 − 4u− 3)T + (u2 − 1)(2u+ 1)(2u4 + 4u3 + 2u+ 1)
)
/∆2,

S3 = −T
(
T 3 + (2u+ 3)(2u− 1)(u+ 1)(u2 + u+ 1)T 2+

+(u+ 1)(u2 + u+ 1)(4u5 + 8u4 − 3u3 − 13u2 − 2u+ 3)T −
− (u− 1)(2u+ 1)(u2 + u+ 1)(2u2 + 2u− 1)(u+ 1)2

)
/(2∆2).

' ���$��4
∆2 = u2(T − u2 − u− 1)(T + (u2 − 1))(T + (u− 1)(u+ 1)2)

�
� � � ������� " ���������$� � ��5� " �$�������/��������� � $ ��������)
{
s1 = −u

2 + u+ 1

2u
, s2 = S2 −

4u2(u+ 1)2 − 1

16u2
,

s3 =
S3

2
+

(2u2 + 2u+ 1)2(u+ 1)

32u2

}

�$�F���1����������� " �����������$�)�����,����������� �+��32� $ ��� "�$ ���/����(���������5
Ω
�



��� �%	!��3��� ��� ���
�^� ��� �~r���r�v,u¢t��Wwmn¢r$�Ww��-v i�}	��}�}��2��rqn�w��

Ω
y&��}�v,}��"p	� v i�}	��}�"

}��2��rqn�w��
Z3
� I $ �63�������� $ �~��������+���� " *W��������324���+�5 "�$ ���/����(����������

Z3
�

���/�¼������� " �����������$�)����� ����������� �+��32� $ ��� � C���+��)�:�65N����� " ����� ���������É������32� !
$ ��5�*���������� 5���� " ������� " ���������$� � ����������� " � $�$ ��1

S2
*
S3
*��$�F���1� �Q��1 ��� !

��3�� $ � $ ���>��� "�$ ���/����(���������5
Z3
�

{
s1 =

16u3 − 1

2 (8u2 − 1)
, s2 =

S2

4
− u

(
8u3 − 3u+ 1

)

8u2 − 1
,

s3 =
S3

4
− u2

(
16u3 − 4u+ 1

)

2 (8u2 − 1)

}
.

� ����� " � $�$ �É�
S2
*
S3
� " �%������32����+ � �Q����������� " �����������$�)����������������� �+��32� !

$ �����

S2 = −T
((

8u2− 4u− 1
)2
T 3 − 256u2

(
4u2 + u− 2

) (
8u2 − 4u− 1

)
T 2+

+512u
(
256u6 − 240u4 − 56u3 + 90u2 − 3u− 2

)
T +

+49152u2 (2u+ 1) (2u− 1) (4u− 1)
)
/∆3,

S3 =−T
((

8u2− 4u− 1
)2
T 3 − 64u

(
4u2+ u− 2

) (
8u2− 2u+ 1

)
×

×
(
8u2−4u−1

)
T 2+512u2

(
512u6−480u4−112u3+216u2−42u+5

)
T +

+98304u3 (2u+ 1) (2u− 1) (4u− 1)
)
/∆3,�����,� $ � " � $ ������324

∆3 = 32
(
8u2 − 1

)
(T − 8)

((
8u2 − 4u− 1

)
T 2−

− 64u (u− 1) (2u+ 1)T − 512u2 (2u+ 1)
)
.

� ���~r���r�v,u¢t��Wwmn¢r$�Ww��
Ω
g
a
" �W��u\hmy�t¢rqgUo	ujiWwWw

��3�5 ����32+���� $ ��5 �<3���(��6324 $ ��) ������� " ���������$� � ��� "�$ ���/����(���������5
Ω∗��������� " � $�$ ��1

ai
*
i = 1, 2, 3

*�� ����� ���+��� $ � ����������324��/��������4���5 ���/���$��� $ � " �
� ��� " +�3 � " � ����� $ ��) ��+�(������$�)�����/� "�$ ���/����32� $ �/�23�5'� �¢$�� � $ ��������������� " � !
�/�5��32+����65 � L�������� $ �2*$�����+�����É� $ ����� ���1�����������/� $ � " �����������$�)����) � ��� " + !
3���) . ����� � � � "�� * $ ������� " ����*Br � * � �%�Z�OsÄ���

� ����������� " ��������� $ � . ����1 � ��� " +�3C�23�5 "�$ ���/����32� $ �
χ(y)

�6. �É������3�5�� "
� ���>������� " ���)������324 $ �É�9����32����� $ �

W =
1

9

(
s21 − 3s2

)
, R = − 1

54

(
2s31 − 9s1s2 + 27s3

)
.
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� ���)����324���+ $ ���K� $ �������$��+����5��32+�����)Q������1 ���%�Q�$���+��� $�$ ��1������ $ ��)�*F�+�0����� !
����� " � $ � $ �

D(χ) = W 3 − R2 > 0
� V ��32�

D(χ) > 0
*Y�+�o���É������3�5�� "

����32����� $ +

ϕ =
1

3
arccos

(
R√
W 3

)
.

A��������������~������32��� $ ��1����%�Q�$���+��� $�$ ��1������ $ 5 ��+���4

y1 = −2
√
W cosϕ+

s1
3
, y2,3 = −2

√
W cos

(
ϕ± 2

3
π

)
+
s1
3
.

�)� � �

V ��32�
D(χ) = 0

*��+� ����� $ � ���É������3�5�������5T��� � ��� " +�3 � "

y1 = −2R
1
3 +

s1
3
, y1,2 = R

1
3 +

s1
3
.

�)� � �
@,�+���/�����65 ������� " ���������$� � ��5 "�$ ���/����(���������5

Ω
�

a
! ����������� �+��32� $ ���
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�~wWt�u¢��r�t�� ��r
[�_�$Y-Z [�\ ]*��$� ��]�Z j�c�`	c�^�c�\ k/l��*m���Ë�ÌFÒ�Ò#Õ�Ð�Ñ Ö�ÓAÍ Ð�ÔpÐ<ß�Ý�Ð�ÎAÍ ÓAÍ Õ�Ò>Ñ ã~Ï>ÖFÛÄÕ�Ò>ÜbÍ Ô�Õ�Ù<ÛeÍ Ù<Ô�Ó
è�Í Ò>×0Ù<ÔFÔFÍ Ù<Ô'×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï>ÎÉÐ�Ô'ÓAÌFÒqv�Ù<Ñ Ñ Ù<Ï`Ì ÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î0ÖFÔFÜFÒ>ÛÉÓAÌFÒ�è�Í Ï>Ï>Í�s6Ð�t�u u�åWÔFÔ6Ù<Ñ ÎÉÐ<ß
xWÑ Ð�ê6Ù<Ñ�åWÔ6Ù<Ñ ã�ÎAÍ Î^Ù<ÔFÜhxWÒ>Ð�×ÉÒ#ÓAÛÄã�_2�'U�Z�[%c�_��By�Ð�ÑÆ_6f�Z���a[�_��6z�_�c�f%£f1<VF_

U�_������	��
E��(�� �/���	
����������� 	�!�	"���# �� �S�&��'����	�!�(��
 )+�r,�� ��./�	��#!��#P0��o�D�H6M2:�g6EF8>D<dB�:<LFLF��R/IFD�=�D�S�P2EFkFkFE�L6:KD�X�D�X��m;>LFLF� l/IFHFD�?>=�H6:<LF?>=�B�:�lDQ2D<gFg�:�l�: u uK�C:<=<_���D�H�OFM _
��_/1���k¢_�[�_�7�?>?#g6;#96D�B�:<LFE�@'IFD�M2:<=<_�:<L6:�g6EF8#O�_2�63�g�:�96EFS�:<B�S�:<8�F%5N�C7 3 o�8 P�n�o
E,P L i^dÃnK�FU�Z�[>VF_2� L _6U�f%£�V�U�_2�j�Æ7�=�D�]>E/L6:>O�SFE¢_	5b]mP�D�?>?>EFE¢_ ¤

��_��J�:���f��� ����&� ���/���&�	� ��&O;�K7�?>?#g6;#96D�B�:<LFEF;~D%96LFD�R«B�;>�m;>?>=�B�;>LFLFD�R³:�g6]>;>X�H6:�d
EFkF;>?>S�D�RpIFD�B�;>H�l�LFD�?>=�E�u u���HFD�]>H6:�M2M�EFHFD�B�:<LFEF;�_o�GU�Z�[%f�_2��a U�_�� L _W\>£�[�\�_"#2ÔFÞ�ÑÆ_
ÓAÛAÙ<ÔFÎAÑÆ_ FG�J_�a jR��Z ` $�<�&� �3�S^�l-`	c $�"C��WàÃÔ�Õ�Ò>ÎeÓAÍ Þ�Ù�ÓAÍ Ð�Ô Ð<ß�ÙTÛeÒ%Ù<ÑÉÙ<Ñ Þ�Ò>êFÛAÙ<Í ÏGÎAÖFÛÄßÆÙ�d
Ï>Ò u uPz2ÛeÐ�Þ�ÛAÙ<×É×ÉÍ ÔFÞ�Ù<ÔFÜ�á�Ð�×ÉÝFÖ�ÓAÒ>Ûmé�Ð<ß ÓVt�Ù<ÛeÒ�_2�'U�Z�[%f�_��By�Ð�ÑÆ_�VF[���aU�_��6z�_�\�V�£f1���_
æ	âWà�F�[%Z�_ [�[��<V u�é�Z���c�[�\<c�1�1�[%f�Z�U�Z�Z���c�_VF_��/���&�	�*���O;� �	�J�:���f���P��
�&��P�:<8>HF;>�m;>LFEF;K:�g6]>;>X�H6:<EFkF;>?>S�D�R,?>EFLF]#O�gF@FHFLFD�?>=�EC:�g6]>D<d
HFEF=�M2:�M�E,?>=�;>IF;>LFLFD�R,]>;>D�M�;>=�HFEFE,u u���HFD�]>H6:�M2M�EFHFD�B�:<LFEF;�_��'U�Z�[%U�_�� a-U�_�� L _¢[%U%£
��Z�_L#2ÔFÞ�ÑÆ_�ÓAÛAÙ<ÔFÎAÑÆ_ F9�S^�l-`	c $�LC�� �9�J_�a jR��Z `+$�L�&��è�Ò>ÎAÐ�Ñ Ö�ÓAÍ Ð�Ô Ð<ßQÙ<Ô³Ù<Ñ Þ�Ò>êFÛAÙ<Í Ï
ÎAÍ ÔFÞ�ÖFÑ Ù<ÛeÍ ÓÃã ê�ã z�Ð�t Ò>ÛXxWÒ>Ð�×ÉÒ#ÓAÛÄã³Ù<Ñ Þ�Ð�ÛeÍ ÓAÌF×ÉÎ�u u z2ÛeÐ�Þ�ÛAÙ<×É×ÉÍ ÔFÞ Ù<ÔFÜ á�Ð�×ÉÝFÖ�ÓAÒ>Û
é�Ð<ß ÓVt�Ù<ÛeÒ�_2�'U�Z�[%U�_��By�Ð�ÑÆ_���1��Fa U�_��4z�_6f�\>£F\<U�_�æ	âWà�F�[%Z�_ [�[��<V u�é�Z���c�[�\<c�1�1�[%U�Z�U�Z�Z��8)K_

f�_��J�:���f���D����&�\v�g6D�X�:�gOM�LF��;ÉI6:<H6:�M�;>=�HFEF8%:<�FEFEQD%96LFD�RQB�;>�m;>?>=�B�;>LFLFD�R :�g6]>;>X�H6:<EFkF;#d
?>S�D�R/IFD�B�;>H�l�LFD�?>=�E�u u���HF;>IFHFEFLF=��¼7�	� E6M _F��_�3W_Oy�;#gF96���K:�_2�GU�Z�[%c�_2��a-\�[�_��
U<V�?�_�æ	âWà�F¢[%Z�_ U�Z�G<V:1Nu�ÝFÛeÒ>ÝFÛÄdÄU�Z�[%c�de\<c�_c�_I0��(��#!��K	��
@H&�	H&�F�,LFD�]>D�k�g6;>LF�	_2�G��_ FF�h8	o	��iK�FU�Z�[>VF_2�6����c�?�_

\�_CD�� �QS���I������o�;>S�D�=�D�HF��;�8%:�9�:%kFEYH6:<?>IFHF;#96;#g6;>LFE�@�L�O�g6;>R�M�LFD�]>D�k�g6;>LFD�B>u uBQ2?>IF;#l�E
M2:<=<_FL6:>O�S¢_��j[�G<V:G�_��G��_FVF�Fa-c �b�<V�¤`_�� L _¢[%f<V�£�[�1�1�_



� � �%	!��3��� ��� ���
1�_��J�:���f���6�� �&� �	:<H6:�M�;>=�HFEF8%:<�FE�@'96EF?>SFHFE6M�EFL6:<LF=�LFD�]>D M�LFD%JK;>?>=�B�:�B�;>�m;>?>=�B�;>LFLFD<d]>DGM�LFD�]>D�k�g6;>L6:$u u ��HFD�]>H6:�M2M�EFHFD�B�:<LFEF;�_o�'U�Z�[%c�_��G��_�V�U���a U�_�� L _J1%£�U�[�_?#2ÔFÞ�ÑÆ_
ÓAÛAÙ<ÔFÎAÑÆ_ F"�J_�a jR��Z ` $�?�&��z�Ù<ÛAÙ<×ÉÒ#ÓAÒ>ÛeÍ u%Ù�ÓAÍ Ð�ÔpÐ<ßKÓAÌFÒ�ÜFÍ ÎAÏ>ÛeÍ ×ÉÍ Ô6Ù<Ô�Ó/ÎAÒ#ÓCÐ<ß�ÙGÝ�Ð�Ñ ã�ÔFÐ<d
×ÉÍ Ù<Ñ u u&z2ÛeÐ�Þ�ÛAÙ<×É×ÉÍ ÔFÞ�Ù<ÔFÜÉá�Ð�×ÉÝFÖ�ÓAÒ>Û�é�Ð<ß ÓVt�Ù<ÛeÒ�_2�GU�Z�[%c�_2�Ey�Ð�ÑÆ_<V�U��<aðU�_��4z�_�c�f%£F\<c�_
æ	âWà�F�[%Z�_ [�[��<V u�é�Z���c�[�\<c�1�1�[%c�Z�U�Z�Z���[�_

G�_@. � R*'���
��>=;������iW?>LFD�B��bB���?>�m;>R�:�g6]>;>X�HF�	_2�'��_ d��É_ F v�D�?�_¢EF8#9FdÃB�D�=�;#l�L¢_ dÃ=�;>D�HF;>=<_g6EF=<_ �¢[�G<VF[�_��GV�c�ZY?�_

� ����	������ �[
3�
	���5<�� � 4����
#4��	���
7�LF?>=�EF=�O�=YIFHFEFS�g�:�96LFD�R�M2:<=�;%M2:<=�EFSFE�E6M _���_�3W_Oy�;#gF96���K:
P�i LBL 7?>Y��[%U�f�Z<V�\����,D�?>SFB�:����,E�O�?>?>S�:�@,I�g�_ �FV
#�dÃ×0Ù<Í ÑbF@ *��'A��#"B(*)�%+	�"!-�.��'CB+

Q G H��2WLG I�W>@7W>�VA Q @;E���W Q E�H�OH�JsWdN:A:@ Q W7E)O WLG Q A��2@7W7E�NvL�T>@7J�W>N:A
��»6µ!P�½�¸ ºBW � � �

å ÛeÒ%Ù<Ñ Ù<Ñ Þ�Ò>êFÛAÙ<Í ÏðÕ�Ù<ÛeÍ Ò#ÓÃãÝFÑ Ù>ã�Í ÔFÞ Ù<ÔÍ ×ÉÝ�Ð�ÛÄÓ`Ù<Ô�ÓNÛeÐ�Ñ ÒðÍ Ô ÓAÌFÒðÎeÓAÖFÜ�ã Ð<ß ÓAÌFÒ
ÔFÐ�Ûe×0Ù<Ñ Í u>Ò>ÜCè�Í Ï>Ï>Í(s6Ð�tpÐ�Ô,Þ�Ò>ÔFÒ>ÛAÙ<Ñ Í u>Ò>Ühv�Ù<Ñ Ñ Ù<Ï`Ì,ÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î�Í Î^Ï>Ð�ÔFÎAÍ ÜFÒ>ÛeÒ>Ü¢_�Ë�ÌFÒm×ÉÒ#ÓAÌFÐ�Ü
ß Ð�Û,Ï>Ð�ÔFÎeÓAÛeÖFÏ#ÓAÍ ÔFÞTÐ<ß�ÓAÌFÒ�Þ�Ñ Ð�ê6Ù<ÑmÝ6Ù<ÛAÙ<×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ï ÛeÒ>ÝFÛeÒ>ÎAÒ>Ô�Ó`Ù�ÓAÍ Ð�ÔNÐ<ßYÓAÌFÍ Î/Õ�Ù<ÛeÍ Ò#ÓÃã t^Í ÓAÌ
ÓAÌFÒ ÌFÒ>Ñ ÝNÐ<ß/Ò>Ñ Í ×ÉÍ Ô6Ù�ÓAÍ Ð�Ô¼ÓAÌFÒ>Ð�ÛÄã«Ù<ÔFÜ Ï>Ð�×ÉÝFÖ�ÓAÒ>Û�Ù<Ñ Þ�Ò>êFÛAÙ¼×ÉÒ#ÓAÌFÐ�ÜFÎ�Í ÎQÝFÛeÐ�Ý�Ð�ÎAÒ>Ü¢_
z�Ù<ÛAÙ<×ÉÒ#ÓAÛeÍ u%Ù�ÓAÍ Ð�Ô0Ð<ß�ÓAÌFÒWÜFÍ ÎAÏ>ÛeÍ ×ÉÍ Ô6Ù<Ô�Ó�ÎAÒ#Ó�Ð<ß�Ù�ÛeÒ%Ù<Ñ�Ï>ÖFêFÍ Ï^Ý�Ð�Ñ ã�ÔFÐ�×ÉÍ Ù<Ñ6Í Î2ÖFÎAÒ>Ü¢_�Ë�ÌFÛeÒ>Ò
ÜFÍ w�Ò>ÛeÒ>Ô�Ó�Ý6Ù<ÛAÙ<×ÉÒ#ÓAÛeÍ u%Ù�ÓAÍ Ð�ÔFÎ�Ð<ß¢ÓAÌFÒ^Õ�Ù<ÛeÍ Ò#ÓÃã�Ù<ÛeÒWÐ�ê�Ó`Ù<Í ÔFÒ>Ü¢��Ò%Ù<Ï`Ì�Ð<ß(t^ÌFÍ Ï`ÌÉÏ%Ù<Ô0ê�ÒWÖFÎAÒ>Ü
Ð�Ö�Ó^Ð<ß2ÎAÐ�×ÉÒWÏ>ÛeÍ ÓAÍ Ï%Ù<Ñ�Õ�Ù<Ñ ÖFÒ>Î^Ð<ß�Ý6Ù<ÛAÙ<×ÉÒ#ÓAÒ>ÛeÎ%_

SLT*U V�W5X'Y[Z d Ù<Ñ Þ�Ò>êFÛAÙ<Í Ï�Õ�Ù<ÛeÍ Ò#ÓÃã���Ò>Ñ Í ×ÉÍ Ô6Ù�ÓAÍ Ð�ÔTÓAÌFÒ>Ð�ÛÄã���ÜFÍ ÎAÏ>ÛeÍ ×ÉÍ Ô6Ù<Ô�Ó,ÎAÒ#Ó%�WÎAÍ ÔFÞ�ÖFÑ Ù<Û
Ý�Ð�Í Ô�Ó%_



J	� L�
 ����� 
�

��� ! 0� �	�� (������ � � � �.�������� 

� �$-���� !�l � l ��5��,-� ���� �����$	���*+�

9:7�� 7 �"K��<J@I

3'H6:<X�D�=�;	IFHF;#9Fg�:<]#:<hW=�?A@,M�;>=�D%96�jB���kFEF?#g6;>LFE�@/HF;>�m;>LFEFRC:�g6]>;>X�H6:<EFkF;>?>S�D�]>D0O�H6:<B<d
LF;>LFE�@~D�='=�HF;#lTLF;>EF8>B�;>?>=�LF� ljB�X<g6EF8>E¼D�?>D�X�D�R~=�D�kFSFE¢_ U =�EjM�;>=�D%96� ?#O�=NM�F^M�LFD<d
]>D�]>H6:<LFLFEFSjofM�hW=�D�L6:��2?>=�;>IF;>LFLF��;,IFHF;>D�X�H6:<8>D�B�:<LFE�@¢��LFD�B���;,B�:<HFE6:<LF=�� =�;>D�HF;%M��
D^LF;#@FB�LFD�RY�WO�LFSF�FEFEYE	O�LFEF��D�H6M�EF8%:<�FE�@�I�g6D�?>S�D�R�:�g6]>;>X�H6:<EFkF;>?>S�D�R�SFHFEFB�D�R¢_�7�8#g6D<d
JK;>LFEF; L6:%kFEFL6:<;>=�?A@Y?�D�X�8>D�H6:WEF8>B�;>?>=�LF� lKM�;>=�D%96D�B�B���kFEF?#g6;>LFE�@YHF;>�m;>LFEFRÉ:�g6]>;>X�H6:�d
EFkF;>?>S�D�]>DKO�H6:<B�LF;>LFE�@/D�=	96B<O�lÉLF;>EF8>B�;>?>=�LF� l�_�3�B�D%96EF=�?A@�M�LFD�]>D�]>H6:<LFLFEFS/n^9�:�M2:<H6:F_

RDSUTDVXWZY\[]W$^_Sa`bYOcXd B���I�O�S�g6��R'M�LFD�]>D�]>H6:<LFLFEFS¢�2]>H6:<L MF��:�g6]>;>X�H6:<EFkF;>?>S�D�;/O�H6:<B<d
LF;>LFEF;��FO�LFEF��D�H6M�EF8%:<�FE�@¢_

���fe,g�u\hmujiWw�u
� +�����4G�$�F��� $j"�$ ���/����32� $

f(X)
�����%�Q�$���+��� $�$ � " �T��32����� " ��32�/�:� $ � !

" � ��� .��C� � � ��� $ � � " ��*6�����
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f(X)
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f(X) =
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Q>0

aQX
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X = (x1, x2)
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Q = (q1, q2)
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XQ = xq11 x

q2
2
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{
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f(x1, x2)
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= x31 + x32 − 3x1x2 = 0.
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X0 = 0

�
� � O���(���+

Γ
(1)
3

�)�����+���������+��+����~+������������ $ ���
f̌
(1)
3 (x1, x2) = x31 + x32 =

(x1 + x2)(x
2
1 − x1x2 + x22)

������+��4
x2 = −x1 − 1 + . . .

��(��$�)��� $ ��� $ �������
� ����� � �F���
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���q^�� � � �mEF?>=Y¡m;>S�:<HF=�:�_	�WO�LFSF=�EFHFD�MGIFD�S�:<8%:<L6:0:<?>E6M�IF=�D�=�:�_
4 � �^���Uo	}���rXofpkiml {Nrqi�rXo�wmn�� o	}�y�z�}2{bzW�Wwmg�}2{Y� � ����������3��F�G� " � $ � !

���63 ��*����+� "�$ ���/����32� $
f(X)

$ �����������F����������5 $ � "�$ �F�G������32� � A��������'���/�
����� $ �/����� "�$ �F���$���+���

F
� . �+�j��3����)�:�65y�632����(����������$�)�:�65 ���������65 � C $ �

� " ����� � ��3���������32� $�$ �É)G�+������3����������$�)����)G� $ ��������� $ � � �����
g > 0

*
g ∈ � �O ���/� " ������� " ������+�� � ���'�23�5j������32��� $ ��1T� $ �F��� $ ��)

g
�

� � � o�� x�r�{
g = 0

��A�������� ���������65
F
(������ � ��� $ �6324 $ � . ���������632� $ � $ �

���¢5 " ��) � A � � � ��+ �Q�$���+��+������������ " ���������$� � ��5

x1 = ϕ(t), x2 = ψ(t), t = η(x1, x2),
�����

ϕ
*
ψ
*
η
� ��� � ��� $ �6324 $ �É� � + $ � � �����)������1�������+ " � $ �+��� �

� ������ ����� ��3�5T32����� ���Q�/�:����� � �e�¢� � " ��� " ������� " ���������$� � ���

x1 =
3t

1 + t3
, x2 =

3t2

1 + t3
, t =

x2
x1
.

��� � o�� x�r�{
g = 1

r � s ��A�������� ���������65
f(X) = 0

$ ����� ����������5�� 1 10��6��
$'��()�+*���,�; ��� �������������+��� " (������ � ��� $ �6324 $ ��)¼�$� " � $ �

x1, x2 ↔ y1, y2
� $ �

������������������5� $ ��� " �6324 $ ��) � ��� " � . ��)������Q�������/�/�

y22 = 4y31 − g2y1 − g3,
� ���

�����
g2
�
g3
� �������+�F5 $�$ �É� �e" ����+�32� ��� J $ � � ��� " ���$� � ���X����������) � ��� �������

� + $ � � ��5 . ��)������Q�������/�/�
℘(t)

*+�����+�����65�5���3�5�������5Q���%�Q� $ ��� " ��� �C� ����� $�!
� ���6324 $ ���/��+����+� $ � $ ��5

[℘′(t)]
2
= 4℘3(t)− g2℘(t)− g3,



� � ��� � ������ � �
�����

℘′ = d℘(t)
dt

*
g2, g3 = const

*�� ��(�32�����
t = 0

℘(t) =
1

t2
+

∞∑

k=1

bk t
2k, bk = const .

@,� �+��*�����32+������ " + $ � � ��� " ���$� � ���

y1 = ℘(t), y2 = ℘′(t).

4 � �mw���u¢� � omo�w��Wt�wWx�u�y�zWwW{ yOo�� x�r�{ y g > 1
r �2*	�<3 �7� � s � . . �+� "

��32+������ ����� " ���Q4���(������ � ��� $ �6324 $ ���/� �����/��(������/����� $ ��5
x1, x2 ↔ y1, y2+����+� $ � $ ���5����������)j������������������5� $ ��� " �6324 $ ��) � ��� " �

y22 = R(y1),

�����
R(y1)

� "�$ ���/����32� $ ��������� $ �
2g+1

(����5������� $ ��1������ $ ��) � O��%�Q� $ ��5
. �+���/� +����+� $ � $ ��5 " �F� $ � �$�������/����4 � �������

y1 = ϕ(t)
*
y2 = ψ(t)

*2�������+� !
�+� " ��� �,$ �É� � + $ � � ���

ϕ(t)
�
ψ(t)

������������32� $�$ � " ��(������/� " ���É���6� �1������5
���������G����� � !#� + $ � � ��� � V ��32�

g = 2
*��+�����������65y����������� 5���3�5�������5b��������� !

. 3�32�����������$�)����) � � "�� ����� " �����M��r 
�� �*� sÄ� * $ �T�����
g > 2

��+ �Q�$���+��+ ��� $ �
��������� . 3�32�����������$�)���������������É��r � ��*��<3 ���Zs`�

� � ������u¢� � omo�w��Wt�wWx�u�y�zWwW{³yOo�� x�r�{ y g > 2
� . . �+� " ��32+�������(������ !

� ��� $ �6324 $ ��)��$� " � $ ��) ����������� $ ���,+����+� $ � $ ���É������������������5 � $ ��� " �6324 $ ��)
� ��� " �

ym2 = R(y1),
����� $ ����+����6324 $ ���

m > 3
* �

R(y1)
� "�$ ���/����32� $��+' ���$��4N� �+��������+ �Q� !

���+��+����Q+ $ � � ��� " ���$� � ��5'���������/����� � !#� + $ � � ��� � G>� �:�+�'��� $ �61���������42*¢��� !
�:� $ ��5�� $ ��r � �2* � 
 s`� � � ! ������� " � " +�*���+ �Q�$���+��+ ��� ���������É��*������+�����É� $ �
5���3�5�������5 ��+������ . 3�32�����������$�)��� " � � G>�¼�23�5 $ ��1«�����:� $ ��� $ ��� " �6324 $ ��)
� ��� " � �

� ������ � ��� O ���/� " ������� " ��������+ � & ��� " �

xn + yn = 1.

Vm�C�����
g = n(n−3)

2 + 1
�0� ���j� $ �F��� $ ��5T������������� $ �S� � ��(�32� � � ���

� c��OS ���Xc �

n
U � V f c \ 1 G [%Z

g
Z [ � c [%Z [%f U�[ U�1 ��c



� �%� ��
)
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 ��	�	���� �����'�+� )��9	 
�� � 	���	�
)����� �¢�
A���324���� �����

n = 2
. � � ���������65T��� � ��� $ �6324 $ � �

� ��� ���NwW{ yOo�� x�r�{Y����3�5 ���������/����324 $ ��) ����������)
f(x, y) = 0

��� !
���$��� $ �N�+��324���� ���/����� " �F�r��+ �Q�$���+������� $ ��� ���~�<3���(��6324 $ ��) + $ � � ��� " � !
�$� � ���

x1 = ϕ(t)
*
x2 = ψ(t)

* $ � $ ��� � $ �632���������$�)�����/�r�632�/������� " �«���
���É������32� $ ��5 � �2��32�����+���/�2*����6�����23�5b��������� . 3�32�����������$�)����1�����������1p� � !
�:�65G+ $ � � ��� " ���$� � ��5 $ �61�����������5 ������� " + �Q�$���+��� $�$ � � ��32+����65�1 $ �632������5
� ������3 $ ������324 $ ��1��� "	" ��������) r 
�� �/�Os`�
. ��������� " * . �+� $ ��+�������������324 $ � �¢. ����4/���6���Y�23�5 +����+� $ � $ ��5

f(x1) = 0������ $ ��) $ �����/���$��� $ ��)y� ��(��Q� " ��32+������ $ ����� $ �632���������$�)�����/� �632�/������� !
" �5���É������32� $ ��5 ���/�>����� $ ��) � @ " ��������5 �+��324����>� $ �632���������$�)����) �632�/������� "
�23�5 ���É������32� $ ��5~������(�32����� $�$ ��1T� $ �F��� $ ��) . ����1 ����� $ ��)�*�� ��1j+��+��� $ � !
$ ��� $ �F� �����������/����������4 ������32� $�$ � �
. r ���Os �������23��F��� $ �632�/������� " + $ � � ��� " ���$� � ��� �632����(����������$�)����) ����� !

����) �Y��� " ���Q4�� ���F�����:�63���� �F. ������� $ ��������* � $ �����/����3�5���� $ ��)�����+ $ � � ��� !
" ���$� � ��������������1,�������

g 6 4
*$�É� �+����� $ �/�����+������1������ � ���6324 $ ��1>����������1

�
g > 4

� G�������� " ����* �23�5 . 3�32�����������$�)����)o����������) � ��� + $ � � ��� " ���$� � ��5
� ���F�����:�63 �61 � . �+�

y1 = t
*
y2 =

√
4t3 − g1t− g3

�
4 � � � �~v � o	u�v,ujiWt¢r$�Ww��	� . ��� 3����:�6324 $ �É� ���É������32� $ ��5N��+ $ ���+��� ��� �

� ��� � � " �%������5 �F��������� " � ��� " ��4�������� $ ��) �632����(������ &����	�2� ��3�5ð��+ $ � !
� � ��� � ����� " ���Q4��-���+����� � &
����� - +����"/" �F� $ � ���É������32����4����������������)

g
�

V ��32�
g = 0

��32�
1
*��+� " �F� $ � $ ��)����F�)�����+���������+��+ � �Q+ ��(������ � ��� $ �6324 !

$ + � �$� " � $ +������������ $ �������������)F�N���¢5 " ��)N��32�F� $ ��� " �6324 $ ��) � ��� " � �
V ��32�

g > 2
*��+� " �F� $ � ����5�� $ ����42*�5���3�5�������5j32�����������65j��������� . 3�32������� !

���$�)����)G��32� $ ��� � ��3�5G��������� . 3�32�����������$�)����) ����������) " �F� $ � $ ��)����'(������ !
� ��� $ �6324 $ ���0�����/��(������/����� $ ���'� $ ��� " �6324 $ ��) � ��� " ��*:�632�/������� " ���������)�:�
+ $ � � ��� " ���$� � ���j� � " $ ��� ��. �����������C* �)��5��$� $�$ �É������+������ . 3�32�����������$�)��� !
" � ��������� " ��*���� &����	��$ �,�����/� " �����������1������5�r ���Os`�

�
	������	����� ��� I $ �63�������� $ � " " ���+��� � "-" �F� $ � $ �61���������4 ������(�32� !
��� $�$ �É� � $ �F��� $ ��5 ����� $ ��)o��� $ ���/� "�$ ���/����32� $ �

f(x) =
∑
akx

k ��� ��� !
$ ��) $ �����/���$��� $ ��) � ��3�5 . �+���/� ��������������5 ���É��+���3 �65r��(���3������:�

H
�+�����/�

Q̌k = (k, ln |ak|)
$ � ��3����)��������� � O���(����N���¼����� $ � � �

∂H
���1���«+�������� !

��� $�$ �É� "�$ ���/����32� $ �
f̌i(x)

*������ $ � �����+������1�5���3�5�������5'������(�32����� $ ��5 " �
������� $ 5 " ����1���� $ ���/� "�$ ���/����32� $ � ��. ���¢1 $ 5�5¼��������4T����� $ � � �

∂H
� . �+�

3�� " � $ �65I���� " ����� ���2� R »�·�»�¾G»�Å<· * ���b� � � r � *��<3 � �2* � � *�� ����� �Ns * r ���Zs`�
� ������ ����� O ���/� " ������� " "�$ ���/����32� $

f(x) = ax + bx3 + cx5
� V ��32�

|ac| < |b|2 *��+� "�$ ���/����32� $ f(x) � " ����� � +������������ $ ��5�� f̌1(x) = ax+ bx3
�

f̌2(x) = bx3 + cx5
� ����� � � ��� V ��32� |ac| > |b|2 *¢�+� f(x) � " �����Q�+��324�������� $ �

+������������ $ ���
f̌3 = ax+ cx5

� ����� � � ���



��� ��� � ������ � �
L>��� $ �

x̃0
"�$ ���/����32� $ ���

f̌1
*
f̌2
�
f̌3
������(�32��� �1���'����� $ �

x0
����1���� $ ���/�

"�$ ���/����32� $ �
f
� � �6324 $ ��)��Q���	������(�32����� $ ���

ε
����� $ 5

x0+ε
" �F� $ �����)�:����4

" ���+��� � " G,4����+� $ �����C+����+� $ � $ ��5
f(x0) + εf ′(x0) = 0

�j� � � �

���q^�� � �XL O�IF;>HFLFD�?>EF=�;#gOM0E0g6D�M2:<L6:�@,n^9�:�M2:<H6:�IFHFE
|ac| < |b|2

_

���q^���� �XL O�IF;>HFLFD�?>EF=�;#gOM0E0g6D�M2:<L6:�@,n^9�:�M2:<H6:�IFHFE
|ac| > |b|2

_

� ������ ����� Rð��� " ���Q4�� 3�� " � $ ��) I���� " ����� $ ��)���� " ������(�32����� $�$ �É�
� $ �F��� $ ��5����� $ ��) "�$ ���/����32� $ �

f(x)
def
=

7∑

k=0

ak x
k .

'�$ �F��� $ ��5'���/� ��� .��C� � � ��� $ �+���
ak
������������� $ �X��� ���+������)������������/� ��(�32� !

� � ���¢. ��������4���)�����������É��� $ � � $ �F��� $ ��5
αk = ln |ak|

� G��C����� � 
,�����:���$� !
$ �b�+�������

(k, αk)
�C��15������(��1� � �65 � 3�� " � $ �65�I���� " �����

∂H
� ��3�5>������1

k
*
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)����� ��

����� " �

k = 2
�
k = 5

* . ���b�+�������p5���3�5�������5��������Q� $ � " �¼3�� " � $ ��)
∂H
�

� �������)������� $ ��1��������Q� $
(k, αk)

�
(l, αl)

*
k < l

* �)�����+���������+��+�����+������������ $�!
$ �É) "�$ ���/����32� $

f̌k(x) = akx
k + alx

l � Vm�/� $ � $ +�32�/���É�>����� $ ���(���� $ �F��� "
���������

xk+1
*6�$��32�

l = k+1
*F��32�Q���������

xk+1, xk+2
*6�$��32�

l = k+2
� @/1�� $ � !

��� $ ��5b������������� $ �B�j�����+�������+��)F����������� � ��(�32� � � ����. �:�6��� ��)b��� . ����1
�����������/� ���É������32� $ �«� $ �F��� $ ��5

f(xk)
�
f ′(xk)

��. �É������32� $�$ �É����� " ���+����+
G,4����+� $ �Q���������+�����

εk = − f(xk)
f ′(xk)

�T������� $�� ���6324 $ � " ����� $ 5 "
xk
��������� !

��� $ �r�/��5��+��) �����������Y� ��(�32� � � ��� ��3�5
k < 6

" ����+�32�����������+�����
εk < 0.5

*
� �23�5

k = 6
�
7
. ��� " ����+�32�N(���324��Q�

1.5
� � � . �+� " +p� $ �F��� $ ��5

x6
�
x7������(�+ ���,+��+��� $ � $ ��5 � C $ ������32+���� $ �ð���É+������������ $�$ ��1 "�$ ���/����32� $ ���2* �)� !

�����¢� �1�Q��1
a4x

4 * a6x6 � a7x7 � � � . �+� " + � �:�F���$���+��� ������(�32����� $�$ ���/��
f(x)

�����/� " ������� " "�$ ���/����32� $
g =

∑7
k=4 ak x

k *�� � � �2"�$ ���/����32� $ ��������4���)��������� $ �
h = x−4g

� ��3�5 $ ���/�N� $ �F��� $ ���
x5
5���3�5�������5 ������(�32����� $�$ � "

����� $ � "�� �2��32�����+��� $ � " 5���3�5�������5p� $ �F��� $ ���
x = 4

� �Q��3�5 "�$ ���/����32� $
h$ �

x− 4
*�����32+������ "

3x2 + 63x+ 256
�e�¢�

� −2
�y����� ���+��� � L>��� $ �

x̃6
�
x̃7
"�$ ���/����32� $ � �e�¢� ���+� $ � −10.5 + 2.9i� −10.5−2.9i

�)�����+���������+��� $�$ � � C $ ��������������� $ �o� �Q�$���+��) �����������Y� ��(�32� !
� � ��� R �����+���������+��+ � �Q���0���������+�����

ε̃k = − f(x̃k)
f ′(x̃k)

������������� $ �X� ������4 " ��)
����������� ��. ������4 " ��) ����������� ������������� $ � +��+��� $ � $�$ �É� � $ �F��� $ ��5

xk + εk�23�5
k < 6

�
x̃k + ε̃k

�23�5
k = 6, 7

� G��+��� $ � � *��'���/��5��+��)���������������������� !
��� $ � �+��� $ �É�'� $ �F��� $ ��5

x0k
����� $ ��) ��� ��32+���� $�$ �É�G������(�32����� $�$ �É�'� $ � !

��� $ ��5 ����� $ ��) "�$ ���/����32� $ �
f(x)

�������/��� $ �s�23�5 +��+��� $ � $ ��5 ��� " ���+����+
G,4����+� $ � �

� c��OS ���Xc �

k 0 1 2 3 4 5 6 7
ak −4320 −9336 −4972 −3754 −1426 104 51 3
αk 8.371 9.142 8.511 8.230 7.262 4.644 3.932 1.098
xk −.4627 1.577i −1.577i −2.633 5.288 −5.288 −17
εk −.1157 .0439 .0439 .36 −.032 1.82 1.78

−.0633i +.0633i
x̃k −10.5 −10.5

+2.9i −2.9i
ε̃k −.578 −.578

+.762i −.762i
xk −.5784 .0439+ .0439+ −2.2725 5.2558 −9.922 −9.922
+εk 1.514i −1.514i +2.138i −2.138i
x0
k

−.5819 .0519+ .0519− −2.0984 5.2551 −9.8393 −9.8393
1.5148i 1.5148i +.931i −.931i
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. � ��3�� "�" ���+��� 3�� " � $ ��)WI���� " �����F�)�����+�����F�N�+� " *K���+� ����1���� $ �É)

"�$ ���/����32� $ �$� " � $ 5�������5 $ ��(������ " (���32���j������������1 "�$ ���/����32� $ ���2* ����� $ �
�����+������1Q���É������3�5�������5 ���������+� � ���1��� � �+����� ������(�32����� $ ��5K����� $ ��)
����1���� $ ���/� "�$ ���/����32� $ ��* �����+�����É�C� ����� ���+��� $ �'1��������Q�j�23�5p������32� $�$ ���/�
+��+��� $ � $ ��5j��� " ���+����+�G,4����+� $ � �

���q^���� � �mD�M2:<L6:�@/n^9�:�M2:<H6:ÉM�LFD�]>D�k�g6;>L6:
f(x)

IFHFE6M�;>H6:Éf�_

����qs}bh	w�|jw��WwW��}Ug�rqimimlGuTt�u�}2��u�v l
}"i�u � gki�}2{³|j� iWz��WwWw hfo��

n = 3

��u�}2��u�v,r 4 � L>���Q� r �NsÄ� � ���0	���� � ��
X0 = 0

��� �+� �
f(X) = 0

� ∂f
∂x3

6= 0
� ����+&� 	 �$��
)����� ���!) 
)�

X = X0 �)	�� ���,1 � �)�#. � � 	��(�� �)�#.
f(X) = 0

��� �,���#�����

x3 =
∑

bQ′X ′Q′

,
� �¢�

+&� �
X ′ = (x1, x2)

�
Q′ = (q1, q2)

�
bQ′ = const

�
��u�}2��u�v,r � r ��� * �Z�Os � ���0	����

f(X) =
∑

aQX
Q,

�)�/�¢�
+&� �

aQ = const
�

q1 − λ1q2 < 0, q1 − λ2q2 < 0, 0 6 Q ∈ � 3, λ1, λ2 = const
�)�%�F�



� �%� ��
)
��%�/�����+���+.� 	����)��
 ��	�	���� �����'�+� )��9	 
�� � 	���	�
)����� � �
�
a(0,0,1) = ∂f

∂x3

∣∣
X=0

6= 0
� �0��+&� 	%���,1 � �)�� � � 	��(�� �)�#.

f(X) = 0
��� �+���

�����ð� �¢� ��+&� �
bQ′ = const

� ���%���
��� ��� ��&� 	��3� ��	��+�!	C�)�%�F� �'��	�
��������,1 � �)��
��������	��+�3� ����$�
��u�}2��u�v,r � r ��*��<3 � � * � � *����/����� " � ��� �Ns � ���0	����

f(X) =
∑

aq2q3(x1)x
q2
2 x

q3
3 ,

+&� �#	 ��� �
	�
������) ��	!�
0 6 q2, q3 ∈ � � 	 aq2q3(x1) � �� 
��'����� � � � ����
��)�)�

�'�
x1
� 
 ��� � ������+�� �

a00(x1) ≡ 0
�
a10(x1) 6≡ 0

� �0��+&� 	����,1 � �)�� � � 	��(�� �)�#.
f(X) = 0

��� �+��� �����

x2 =

∞∑

k=1

bk(x1)x
k
3 ,

�)�*���
+&� � 
�� ���������)�� �����

bk �
� ����
��)�)� �'�

x1
��.)��
#.���* ��9	 .������+��!)4
� ��	 � �

�'�
aq2q3(x1)

	
q2 + q3 6 k

��� �.
� ����� � � ��	
a2k−1
10

� ��	�
����'� 	 ��
��� � �)��
��������	��+�3� ����$�
. ��+��/�)��� " ������� $ ���F� $ ����� r � s � " ��������5 �����������+�:�� � ��� " +�32�����������

. �+��)����/����� " � � C $ �����������+��32� $ �'�/��� � $ �<32��)��)��� " ������� $ ��� � L,��� " �Y�+���/�2*
��r � s � $ ��� � ��� " +�32��������� $ � ��(�32�����¼�+�������

X = 0
* $ �� $ ���������+�����232�����

��(�32����������
x1
*�� � � � ���¢5 " ��)

x2 = x3 = 0
�

@ " ��32� " � $ � � � ��5'� " ��������5'�+��324����/�23�5'���/����� " � � �>� � &����	� � � r ���Os`�
�^� �¼}2z�rXofpkiml { rqi�rXo�wmn
hfo��

n = 3

A������:�
X = X0 * f(X0) = 0

$ ����� ����������5 6�7,�*�$',�; * �$��32�F� $ ��)F���/� !
�+��� ( ∂f

∂x1
, ∂f∂x2

, ∂f∂x3

) ��$ � $ +�32�/����) ��. ����������� $ � " ��32+��������+�����:�
X = X0

$ ����� ����������5 ,�*�,���,�; ��32� �<7��$'��()�+*���,�; � R	� �����/� "
X = X0 + X̃

������� $ � !
��� " �+������+

X0 � $ �F���63�� ����������� $ ��� � V ��32�o� . �+��) �+������� ���������/����� $ �65
∂f
∂x3

6= 0
*m�+�o�)���<3 ��� $ �b���/����� " � � � $ ��5�� $ ��) � + $ � � ���W��(�32�����

X0 �����
���%�Q� $ ��5T+����+� $ � $ ��5

f(X) = 0
� " �%��� ����� � �¢���

�^�e���Kq i�}	��}	����rqimiWwWz���p	� t�}Ui�r � � +�����4 �+�����:�
X0 = 0

� ���)��(��65 �
' ��������� ����� "s"�$ ���/����32� $ � �������

f(X) =
∑
aQX

Q � � "��/� � �%� �
n = 3����������� " ���/� $ ����������324

S = {Q : aQ 6= 0} * "�$ ���/������� $�$ ����G,4����+� $ �
N�:�+�>���É��+���32+ �o��(���3�������+ $ ����������3�5�* $ �61������ " ���/�É����� $ � � +

∂N
����� ��(���( !

�Q� $�$ �É�Q����� $ �
Γ
(d)
j

*�� � � � �������Q� $ �M�
d = 0

*�����(������
d = 1

� ��(��É� $ �É�
����� $ ���

d = 2
� ��3�5 �:�6��� ��)T��� $ ��1 ���É������3�5�� " ����� $ ��� $ ��� "�$ �F���$���+���

S
(d)
j = S ∩ Γ

(d)
j

*�+������������ $�$ �É) "�$ ���/����32� $

f̂
(d)
j (X) =

∑

Q∈S
(d)
j

aQX
Q



� � ��� � ������ � �
� $ ��� " �6324 $ �É)���� $ +��

U
(d)
j

�M�)�����¢5���� $�$ � " ������������� $ ���+���:� 3
∗
� � ���

X → 0
���%�Q� $ ��5~����3 $ ���/�G+����+� $ � $ ��5�������� " 5�����5�� $ �������������6324 $ � " ��� !

�Q� $ ��5 " ����1T+������������ $�$ ��1'+����+� $ � $ ��)

f̂
(d)
j (X) = 0,

+W�����+������1 $ ��� " �6324 $ �É)X��� $ +��
U

(d)
j

�������$���/�:��������5Q� ������� � ������324 $ � "
����� � $ �+� "

P 6 0
� � 3

∗
� ��3�5W�������Q� $ �

Γ
(0)
j

+������������ $�$ �65W��+ "	" �
f̂
(0)
j�)�����+�����b��� ��� $ ���/�y��3 ���)��� " ���/� � A��+�����~+������������ $ ��5 $ � "s$ ��� $ �������$� $ �

�Q�«���6324 $ ��)��Q� " $ �b�����/� " �����������1������5 � �Y+���� " �����/� " ��������������4ð32���Q4
+������������ $ ��5�*�� � � � +������������ $�$ �É�>��+ "	" �C*��)�����+���������+��+ � �Q���/����(���� "

Γ
(1)
j�j����� $ 5 "

Γ
(2)
j

�
�^� 4 � ��t�u ��ujimimlGu �W��u�}��2��rqn¢}Ug�rqiWw�� r ���Os � . ������� " ��������� $�$ �É�Q����� !

��(������/����� $ ��5
lnX = α lnY,

�)� � �
�����

lnX = (lnx1, lnx2, lnx3)
∗ *

lnY = (ln y1, ln y2, ln y3)
∗ *
α
� $ �/��� !

���F����� $�$ �65������F������� $ �65
(3 × 3)

" ������� � �
(αij)

����� � ��� $ �6324 $ � " � . 32� !
" � $ � � " �

αij
� �$�F��������+ �K� $ �T(�+���+�� � ��32� " � ���0� ������������� $�$ � " �����/��(���� !

�/����� $ ��� �)� � ��" � $ � "
XQ ��������1�������� � " � $ � "

Y Q̃
*������

Q̃∗ = α∗Q∗ �RK������� $�$ ��� �����/��(������/����� $ ��� �)� � � �'� ����)����+��� $�$ � " ������������� $ ���+��� � 3
∗� $ ��+ � ����+����T32� $ ��) $ ���'�����/��(������/����� $ ���

P̃ ∗ = α−1P ∗ � � ������� � �
B
$ � !

��� ����������5 ��/��� ,�� ��13�47/�,�; *��$��32�������C��� . 32� " � $ ��� � ��32�É�C�
detB = ±1

�
C����/����� $ �2*^�23�5 + $ � " ����+�3�5�� $ ��) " ������� � �

B
��(������ $ �65 " ������� � �

B−1� �+�����,+ $ � " ����+�3�5�� $ � �
��u�}2��u�v,r � r ��� *����/����� " � � s � � 
#. +.� 	��)�

Γ
(d)
j

	 ��* �9	��+� ����� 	����,�� ������
� ���+�(��� 	 �����!	��)��j�)� � �#	 ���)��� ��� �4
#. � ���� �
	!�.�����,�

α
�#
��'������������&���.�3� $

����� ��
������!)�� ��� ��� 	 ��� ���
f̂
(d)
j (X)

� 	 ��� ��� �'�
d

������ ������	!� ��� �0���

f̂
(d)
j (X) = Y Rh(Y ),

+&� �
h(Y ) = h(y1)

� �9	�
)�
d = 1

� �
h(Y ) = h(y1, y2)

���9	�
)�
d = 2

� � � �9	 �
R = (r1, r2, r3) ∈

� 3 � ���� ����� � � �����
��)�����.
��(��� �&
������ ������	!���
y2
�
y3� ��

d = 1
�
y3

� ��
d = 2

.)��
#.����4	 . 
��
�	�
��(��� � ����� ��
#. �����+��!)4
��$
��	

f̂
(d)
j (X)

	 ��� �
	
h(Y )

��	�
#� ��� �+� ���������+��!)4
� �� � �
J "�$ �F��� $ ��� "�$ ���/����32� $ �

f(X)
$ �

XP �)�����+���������+��+����b�������63�32��324 !
$ �É)¼������� $ ��� $ ����������3�5

S(f)
� "�$ ���/������� $�$ ���:�

Γ(f)
$ � ���/���+���

P
�� � !

. �+� " + �$��32� ������32���������� $�$ ���/�b�����/��(������/����� $ ��5 �)� � � *������ " � $ � $�$ ���/�y�



� �%� ��
)
��%�/�����+���+.� 	����)��
 ��	�	���� �����'�+� )��9	 
�� � 	���	�
)����� � �
"�$ ���/����32� $ +

f(X)
*�����32+������ " ��� $ ��� $ + �M��+ "	" +

g(Y )
* �)�������¢� �1�Q+ �S��� !

��� � ������324 $ �É� ��������� $ �y����������� $ ���
y1
*
y2
��32�

y3
*��+����+ �Q�$���+��+���� � �+����)

���/���+���
P
*����+�����������/������� $ ���

Y P g(Y )
5���3�5�������5 "�$ ���/����32� $ � " *�� � � � �����

�����:���$������32���������� $ �~���/� " � $ � " ��� $ �/������� � ������324 $ � �
RK����+�����+����'���%�Q� $ ��)~����3 $ ���/�G+����+� $ � $ ��5�*�������� " 5��Q��1���5 �¼���%�Q� $ � !

5 " +������������ $�$ ���/�G+����+� $ � $ ��5�*�������������3�5�������5p����� " ��� $ ������4��
d
�)�����+����� !

���+��+ � �Q��) ��(���(��Q� $�$ ��)p����� $ � � O ���/� " ������� "�. ���o��32+������ ��� ��������324 $ � !
����� �
�^� ��� � o�� x�r�{ ��u �2��r���t��,u��

d = 1
r ���Os � .�. �+� " ��32+������ ���p���/����� !

" � 
��+ �Q�$���+��+���� ��������� $�$ ���G�����/��(������/����� $ ���Q� �)�������1�Q� $ ����*������������25 !
�Q��� "�$ ���/����32� $

f(X)
�W������+ �)�/�¢� * �)�%�F��� � ��� . �+� " ��(������j����(����

Γ
(1)
j$ �61�����������5 $ �y�����

q3
*	� � � �

q1 = q2 = 0
� R �����+���������+��+ � �Q���T+������������ !

$ ����5���3�5�������5 "�$ ���/����32� $ � "
h(y3)

�� +�����4
y3 = y03

� ���/��������� $ 4 � V ��32�
. �+� ���������+��) ������� $ 42*��+�G����� " � $ � " � ���/����� " �G��*:�����+�����65'�����������%�Q� $ ���
����3 $ ���/��+����+� $ � $ ��5

f(X) = 0
� �������

y3 =
∑

bQ′Y ′Q′

, Q′ = (q1, q2),

� $ �����+��� $ ���+��� " �
q1 − λ1q2 < 0

*
q1 − λ2q2 < 0

�
V ��32�

y03
� ������� $ �É) ������� $ 42*^�+���%� �����/� "

y3 = y03 + ỹ3
�������/������� "

���/�o� $ �F���63�� ����������� $ ��� � ����32+������ "�$ �����É) "�$ ���/����32� $
g(y1, y2, ỹ3)

�
���Q� " ���/�5����� $ � �Y��� " ���Q4��ð������������� $ ��5 "�$ ���/������� $�$ ���:�9G,4����+� $ ��*��:�+�
�������/� $ � ��� �Q� �
�^� �^� � o�� x�r�{ ����rqiWw��mt��Yu��

d = 2
� ./. �+� " ��32+������ �)���<3 ��� $ �G���/����� !

" �,
��0��� " ���Q4��Q��������� $�$ ���/�������/��(������/����� $ ��5����)�������1�Q� $ ��5G������������� "
"�$ ���/����32� $

f(X)
� ������+

g(Y )
*F�����

g(Y ) = h(y1, y2)
�����

y3 = 0
� J����+� $ � !

$ ���
h(y1, y2) = 0

������������3�5�������3����)��+ � �632����(����������$�)��+ �o��������+ � ��� +�����4
h̃(y1, y2)

� $ ��������������� " �É)o�)� "�$ �F�G������324 "�$ ���/����32� $ �
h(y1, y2)

�
g
�

�����W�)�����+���������+��+ � �Q��) ����������) � � �6324 $ ��)��Q��)o� $ �632��� �$�+��������� ���¼����� !
3 �

g
�
� � � o�� x�r�{

g = 0
��A�����������+ �Q�$���+��+�����(������ � ��� $ �6324 $ �65�������� " ������� !

�$� � ��5
y1 = ϕ(t)

*
y2 = ψ(t)

�
t = η(y1, y2)

� �Q��3 ��� " (������ � ��� $ �6324 $ + �
�$� " � $ + ����������� $ �����

y1 = ϕ(t) + β1z, y2 = ψ(t) + β2z,
�)� � �

�����
β1
�
β2
� � �+�������������+�F5 $�$ �É��*¢���+� |β1|+ |β2| 6= 0

� A�������� "�$ ���/����32� $
h̃(y1, y2)

��������1�������� � "�$ ���/����32� $
H(t, z)

*������+�����É)N�����
z = 0

�+�F����� !
���+��� $�$ �j���+��� $p$ +�30�Q*��T���/�T���������/����� $ �65 ∂H

∂z 6≡ 0
�����

z = 0
� � ���b�$� !

" � $ � �)� � � ��� ����� " "�$ ���/����32� $ �
g(Y )

� $ ��������1�������� � "�$ ���/����32� $
G(Z)

*




 � ��� � ������ � �
�����

z1 = t
*
z2 = z

*
z3 = y3

� V ��32�
h̃(y1, y2)

� ���������+��) "�$ �F�G������324
"�$ ���/����32� $ �

h(y1, y2)
*��+� ����� " � $ 5�� " ���/����� " +j� �¼����32+������ " �����+��4 ��� !

��� �)�*��� �
z2 =

∞∑

k=1

bk(z1)z
k
3 ,

�)� 
 �
�����

bk(z1)
� ��� � ��� $ �6324 $ �É� � + $ � � ��� �

� ������ ��� � ������� ��3���� $ ���'����� " ����� ��� � .�"�$ ���/����32� $ �
f(x1, x2) =

x31 + x32 − 3x1x2
�%����3 ��� " ��������� � $ ������+

x1 =
3t

1 + t3
+ 3z, x2 =

3t2

1 + t3
.

�)���¢�
� ����32�/+ "�$ �F��� $ ��5 $ � ��(��Q��) � $ � " � $ ������324 ����32+���� " "�$ ���/����32� $

f̃(t, z) = (1 + t3)2z3 + 3z2t(1 + t3) + zt2(2− t3),

+ �����+�������/�����¢5 " �65
z = 0

5���3�5�������5����� $ � "�� G�� . �+��)j���¢5 " ��)

∂f̃

∂z
= t2

(
2− t3

)
6≡ 0.

� � �b���������/����� $ �65r��(����1� ��������5r� $ ��324N�����
t0 = 0

� ���+�r�)�����+���������+��+ !
���~� ����) $ ��) �+�������

x1 = x2 = 0
*W��)«����)�����+���������+��+����

t = ∞ � �ð�����
t1 = 3

√
2
��./. �+��)p������32��� $ ��)¼�+������� ∂f

∂x1
= 0

$ �
f = 0

� A�������+
t1
" �F� $ �

+�(�������42*¢�$��32��� " �$���+� �)���¢� �%����3 ����4Q�$� " � $ + �É����+���� " $ ��(������ " ��������3
β1
*

β2
� �)� 
 �<� G>�C�+�������,����32+���������5Q����+��)�65 �+�����:�

t2 6= 0,∞ *������ ∂f̃∂z = 0
�����

z = 0
�

V ��32�
h̃(y1, y2)

� ������� $ �É) "�$ �F�G������324��
h(y1, y2)

*W�+�¼������32�'�$� " � !
$ � �)� 
 ��$ �F� �,�23�5 ����32+���� $�$ ���/� "�$ ���/����32� $ ��� $ ������������������4 "�$ ���/������� $�!
$ ��� G,4����+� $ �/�G� � � � I $ �63�������� $ �/�23�5 �:�6��� ��) ���'���)��(���1Q�+�����/� "�$ ���/� !
��32� $ �

h(y1, y2)
� $ �F� ���%� �����)����4,����� $ �F���63��>����������� $ ���/���

y1
*
y2
� ������� !

����4 "�$ ���/������� $�$ ��� G,4����+� $ � �3� ��� " ����� � �+����1����É������32� $ ��)�� "�� ��r ���Os`�
��� � o�� x�r�{

g = 1
�5R $ �F���63 �N(������ � ��� $ �6324 $ ��) �$� " � $ ��)

y1, y2 ↔
z1, z2

������������� " "�$ ���/����32� $
h̃(y1, y2)

� $ ��� " �6324 $ ��) � ��� " � . ��)���� !
�Q�������/�/�

H(z1, z2)
�#' ����� " *���������324���+�5 � + $ � � ��� . ��)������Q�������/�/�

℘(t)
�

���,���������/����� $ + �
℘′(t)

*�����3 ��� " ��������� � $ ������+

z1 = ℘(t) + β1u, z2 = ℘′(t) + β2u

� |β1| + |β2| 6= 0
� ����32+������ " "�$ ���/����32� $

g̃(℘(t), ℘′(t), u)
� �+����)�*K���+�

g̃(℘(t), ℘′(t), 0) = 0
� ∂g̃
∂u 6≡ 0

$ �
u = 0

�
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)����� 
 �
� � . �+� " +�����3 ��� "�. ���'�$� " � $ �W������3 $ � " "�$ ���/����32� $ �

g(Y )
�G����32+���� !

� "³"�$ ���/����32� $
G(℘(t), ℘′(t), u, z3)

*������
G = 0

* ∂G
∂u 6≡ 0

�����
u = z3 = 0

�
V ��32�

h̃
� ���������+��) "�$ �F�G������324 "�$ ���/����32� $ �

h
*��+������� " � $ � " �����/����� " �0� �

� ��� . �+� " ����32+������ " ������3��F��� $ ��� �)� 
 � �23�5j���������¢1 $ ��������*���� .��C� � � ��� $�!
���W�����+�������/�

bk
5���3�5�������5 ��� � ��� $ �6324 $ � " � � + $ � � ��5 " � ���

℘(t)
�
℘′(t)

�
V ��32�

h̃
� ������� $ �É) "�$ �F�G������324y�

h
*	�+�¼�23�5

g(Y )
��������� " "�$ ���/� !

+��/��324 $ ��� G,4����+� $ �Q���
y2
�
y3
�

C5�)��(��É�T�+������� "�$ ���/����32� $ �
h(Y )

���Y����3�5�������5 � ���/��32����+ ������5W��� !
����324 $ � ��������� "�$ ���/������� $�$ ����� G,4����+� $ � �

4 � � o�� x�r�{ ��w���u¢� � omo�w��Wt�wWx�u�y�zWwW{  g > 1
� � �+���W��32+�����)-��� !

��32����+�������5r� $ �63�������� $ �p���������Y��+ �Q� " +�*��$��32� $ ��)���� $ �¼+ $ � � ��� " ���$� � ��5
y1 = ϕ(t)

*
y2 = ψ(t)

� A��~�����/� " ��� �������+�����232�����~� �j30��(���1 ��32+����65�1
�
g > 1

� � ��32+�����������5p������3��F��� $ ��� ��� � ��32� " ��������� $ 5 " 3����:�6324 $ ��)p��� !
��� " � $�$ ��)�*���� .��C� � � ��� $ ���r�����+�������/�,5���3�5�������5 ��� � ��� $ �6324 $ � " � � + $ � !
� ��5 " � ���

ϕ(t)
*
ψ(t)

�
�
	������	����� ��� I $ �632���É���������¢1 $ �������

F
��(�32����� ����������)

P
*��)�����+�F5 !

�Q��) ���>���)��(���1 �+�����/��*��$�+��30������������5�� ��32����+ � �Q� "�� L,�������65
P
�������/��� !

��������5 �5����������� $ ��� $ + �r����4
y1
�(' ����� " ����32+���� $�$ �É) "�$ ���/����32� $ �����/� " ��� !

��������������5��:�+� "�$ ���/����32� $ ���
y2, y3

*$��� .��C� � � ��� $ ���F�����+�������/�É�$�+������5�� ���
������� " �������

y1
� ��3�5 $ ���/����������������5 "�$ ���/��+��/��324 $ ����G,4����+� $ �G���

y2, y3
�

��3�5j����������������1 � $ �F��� $ ��)
y1

. �+��� "�$ ���/��+��/��324 $ �����(�32�����
y2 = y3 = 0� ���:����������� $ * $ � � $ �/�����+������1'�+�����:�61

y01
� $ � $ ��) �0� ���T�+�������T������(������ !

��������4
y1
$ �����������/��� �¢. �:�6��� � " ���������/���0����32+����1�����)����� ������3��F��� $ ��5 �

C9�����$��� $ �������j�+�����/�
y1 = y01

*
y2 = y3 = 0

���/��32����+ ������5 ��������324 $ � �
@ " ��32� " � $ � � � ��5 � " ��������5 �+��324����¼�23�5 "�$ ���/������� $�$ ���:�yG,4����+� $ �p�

��������� $�$ ��1T�����/��(������/����� $ ��)�r ���Os`�
�
	������	����� ��� V ��32�ð�23�5T����������)

F : f(x1, x2) = 0
$ �~+����63�����4

$ ��)���� ������� " ���������$� � ���Q*K�+� " �F� $ � $ ��)���� $ �$�)����324����b(���32���j������������1
������(�32����� $�$ ��1 ����������1

F̌l : f̌l(x1, x2) = 0
*
l = 1, . . . ,m

*������+�����É�0����� !
(�32��� �1���É����1���� $ + �o��������+ �

F̌
�5�)����� "T"�$ �F���$���+���

Wl
������������� $ ���+��� � 2��32� ) 2 �

���F�����r��32+�������4���5�*Y���+� ���������65
F̌l

������� " ����������+�� " ���
x1 = ϕ̌l(t)

*
x2 = ψ̌l(t)

� � ��+ð������� " ���������$� � ��� " �F� $ �N+��+��� $ ����4 � � +�����4
g(t, ε) =

f(ϕl(t) + β1ε, ψl(t) + β2ε)
� G��61������ "

ε
��� " ���+����+FG,4����+� $ ������� +����+� !

$ � $ ��5
f(ϕl(t), ψl(t)) + ε∂g∂ε (ϕ2, ψl) = 0

�b� � � � � ��� . �+� " ������������32��� � !
��������324 $ �É��� ��(��+�����

ε1, ε2, . . .
5���3�5�������5N��� � ��� $ �6324 $ � " � � + $ � � ��5 " �

���
ϕl(t)

�
ψl(t)

�




 � ��� � ������ � �
G��61���������4 . ��� ���������É�

F̌l
" �F� $ � � �+� �)� +�����4

f(X) =
∑

aQX
Q,

�����
X = (x1, x2)

� L��6��� � " +o��3 ���)��� " � " +
aQX

Q ��� �+��������5 � �)�����+����� !
���+�����T�+�����:�

Q̌ = (Q, ln |aQ|)
� @/1o�)��������+�� $ ������4 ��(�������+���� �)�����¢1 $ ����� !

����324
Š ⊂ � 3 � Vm�/� ���É��+���3 �65���(���3������:�

H
� . �+� "�$ ���/������� $�$ ���I���� " � !

��� � L��6��� ��)'����� $ �
Γ̌
(2)
l

�����¢1 $ ��)'��������� ���/�Q����� $ � � �
∂H

�)�����+���������+��+����
+������������ $�$ �É) "�$ ���/����32� $

f̌
(2)
l (X) =

∑

Q∈Γ̌
(2)
l

∩Š

aQX
Q.

��3�5 $ ��� " �6324 $ ��) � ��� " �X��+������ . 3�32�����������$�)����) ����������)
xm2 = R(x1)"�$ �F���$���+���

Wl
������� $ ����� $ � �+��324������ $ �F��� $ ��5 " �

x1
*���� $ �F��� $ ��5

x2
� � "

���������/����324 $ � � A���� $ ������4/������(�32����� $ ��5
F̌l

�
F
" �F� $ �5� � � $ ����4/���/�+��� !

$ �������¼������(�32����� $ ��5������ $ ��)¼+����+� $ � $ ��5
Řl(x1) = 0

� ����� $ 5 " +����+� $ � !
$ ��5

R(x1) = 0
�

� ������ ��� � ������� ��3���� $ ���Q����� " �����'� � � � +�����4����������65
F : f

def
= −

y2 + ax+ bx3 + cx5 = 0
*������C�������+�F5 $�$ �É�

a, b, c 6= 0
� Vm�C�����

g = 2
�

V ��32� |ac| < |b|2 *p�+� � " ��� " � ��� ������(�32����� $�$ ��1 "�$ ���/����32� $ �
f̌1=−y2+ax+bx3 � f̌2=−y2+bx3+cx5 � C $ �C������(�32��� �1��� "�$ ���/����32� $

f�
W1 = {x : ln |x| < γ, y

� 30��(���� } � W2 = {x : ln |x| > γ, y
� 30��(���� }�)�����+���������+��� $�$ �2*¢�����

γ = ln |a|−ln |c|
4

� @/1 ���������É�
F̌1

�
F̌2

� " �%��������� � *
��32��� ����������324 $ �2*É������� " ����������+ ������5 � G�� ����� � � � ���¢5 " �65�*������F1����25�� �65
��������� �+�������

Q̌1
�
Q̌5
*������:���$� $ �~��+ $ ��������� " *���� $ ��� " �6324 � . �+�y���/� !

�+���
(γ, 1)

�
V ��32� |ac| > |b|2 *��+��� " ��������5 ����� $ ������(�32����� $�$ �É) "�$ ���/����32� $

f̌3 = −y2 + ax + cx5
�23�5Q������1

x
*
y
� Vm�/� ���������65

F̌3
� " ����� ����� � *

$ �G(�3 ���/�������¢5 � ������3 $ ������324 $ � " ��� "	" ��������5 " � $ � ������� " ����������+�������5"r 
�*
� * � * �OsK� ����� � � ���

�
	������	����� ��� I $ �63�������� $ �65 ����1 $ ���:�b����� " � $ � " � � �����
n = 4

*
$ � � � " " �F����� ����������(���������4���5'�<3���(��6324 $ �65 ������� " ���������$� � ��5'� ��+ " ��� $ � !
�/� �632����(����������$�)�����/� "�$ ���/����(���������5�*��$�F��� $�$ ���/� ��� $ � " "�$ ���/����32� $ � " ���
������1b������� " � $�$ ��1 � V ��32� � �+�:�65b�<3���(��6324 $ �65p������� " ���������$� � ��5 $ � $ �61�� !
��������5�*��+� ��� " �F� $ � �$� " � $ ����4 $ �$�)����324���� " �-������(�32����� $�$ � " �-������� !
" ���������$� � ��5 " ��*������+�����É� $ �61����25�����5�/��� " ���Q4�� �������É����1 " ��� $ ���/� "�$ � !
�/������� $�$ ���:� I���� " ����� �
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������� $�$ ��)ð����� $ ������� ������� $�� ���63����y�N������� " �����������63 �61 $ �/��(F1������ " +������
�)��5��$� $�$ �������~������3��������/�2* . 32�/�����������$�)�����/� �¼+�����+�����1~����32��) � ��3�5 . �+���/�
$ �/��(F1������ " �Q���%� ����4 �)��5��$� $�$ �É�/�$�F���F���T����� " � . 32�/��������+�����+��/������� �
.-$ �����+�F5��Q��������� " 5~�$�F���F���j����� " � . 32�/��������+�����+��/�������j�23�5���� $ ������� !

$ ��1 ����3~����+���� $ �³� ����� ���+��� $ ��1�������� � � A��+��*�� ����(���� �61�r � � �Os ����32+���� $ �
� $ �632���������$�)�����,���%�Q� $ ��5j�$�F���F� ����� " � . 32�/��������+�����+��/������� �23�5 ��� $ ������� !
$ ��1 �r��3�����������1 " �����������63���� � CÉ� $ �+�����p������32��� $ ��� ����� " 5r��� �632���Q� !
�������«������������������� $ 5���4���5 � + $ � � ��� $ �6324 $ � ! �����F����� $ � $ �É�¼������� " ����������� !
32� �`& E � � � *�� �����+������1 " �����������6324 $ �É� �)����)����+���'��� " � $ 5�������5 $ ������� !
��� � $ �2*2���+�T�����/����3�5����G����(���� ����4 ���F5���32� $ ��5~�����/��3���� $ ��)¼�¼�����������$�)��� !
��� $ ��)�*m��������+ �Q��1T��3���������� " " �����������63 � "�� � ��� . �+� " ���%�Q� $ ��5³�$�F���F�
����� " � . 32�/��������+�����+��/���������23�5 & E � � ����32+���� $ � �+��324����/�23�5���������� $�$ ��1
� . �:����� $ � $�� ���6324 $ ��1'�$�+��� $ ��� $ �/��� $ ������� $ ��������r � * �/�Os`�
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M�;>LF=�:�gOM�LF� l�EF?>?#g6;#96D�B�:<LFEFR¢�¢IFHFD�;>SF=�a [%c�dÄZ�[#dÄZ�Z���f<V<dÄ:�_
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. ��� $�$ ��) ����(���������� �+��������5 �$�F���F����������������32� $ ��5 $ �+������� $�$ ��) ����� !

$ �������«������� $�� ���63����2*������ $ �����Q��) ����� ����)����+����� " ������3��������/�¼�����+���:� $ �
��3���)T���C��4����/��������� " �������3 ���/�/�

6mm
��� ��� . �+� " ���/��32����+ ������5j������+�324 !

� �����C*�����32+���� $�$ �É��¼� ��+¢1«������� � $ �����:�61 � ��� $ � " �����$�)����) � �+��� $ ��) � �
������������� ���������$�)����) � ������(�32����� $�$ ��) ���

�����~}�y�t¢rqi�}Ug�z�r�n¢rjhmr�xWw-t�u¢��v,} � o	u¢zWt���}2���W�W� ��}�y�t�w hfo�� yOo	}!�
O ���/� " ������� " �$�F���F��+� ����������)����+�����~������3������ " �����+����� " $ � ��3���)¼���

��4����/��������� " �����F��3 ���/�/�
6mm

�+��30�Q� $ ��)
2H
*^����3�5������/����� $�$ ���/��6� ��324

�����
x3
� G,��� $ 5�5 ��3����)��������4p���$���+���b�$�1�Q� " 32� $ ��* �y�����¢1 $ 5�5 �)����(���� $ �

��� $ �����¢5���� $ ��) � G��F�����¢1 $ ��) � $ ��� $ ��)³��3����)��������5�1r�o����32+ð������� .��/!
� �/��� � $ �+������������5T����� $ ������4G������� $�� ���63���� � G��F���6324 $ � ! �������/���65'�$�F���F��� �
������������3��F��� $ ������� $ � " ��� $ �������~����� � �$�/�/� ��������� ����������5���32����+ � �Q��)���� !
����� " ��)"r �Os �

(c33u
′)′ + (e33ϕ

′)′ − (γ33θ)
′
= ρü,

�)�F�

(e33u
′)′ + (

.
33ϕ

′)′ + (g3θ)
′ = 0,

� ���

−T0(γ33u̇′ − g3φ̇
′) + (k33θ

′)′ − cεθ̇ = 0,
� � �

u(−H, t) = θ(−H, t) = 0, ϕ(−H, t) = −ϕ0(t),
� � �

σ(+H, t) = 0, −k33θ′(+H, t) = q(t), ϕ(+H, t) = +ϕ0(t),
� 
 �

θ(x3, 0) = u(x3, 0) = u̇(x3, 0) = 0.
�e�¢�

J ��3����������23�5j�+���:���

d

dt

∫

S+

(e33u
′ − .

33ϕ
′ + g3θ)|x3=H dS = −I(t). � ���

' ���$��4
u
� ������� " �%�Q� $ ����*

θ
� ���������1�Q� $ ������� " ����������+����C*

σ
� $ � !

���¢5���� $ ����*
c33
� ��� " ��� $ � $ � �'��� $ �/����� " ����+�32��)p+�����+��/��������*

ρ
� ��3���� !

$ ������42*
cε
� +�����324 $ �65r��(���� "�$ �65 ������3���� " ��������4b����� �������+�F5 $�$ � " ��� $�!

�/�����É��� � ��� " � � ����*
γ33

� ��� " ��� $ � $ ���³��� $ �/��������� " ����������+�� $ ��1 $ �����¢5 !
��� $ ��)�*

e33
� ��� " ��� $ � $ � �T��� $ �/�����T��4����/����� .��C� � � ��� $ �+���2* .

33
� ��� "W!

��� $ � $ � �C��� $ �/�����/��� . 32�/�����������$�)����1'����� $ � � ��� " ��������)�*
g3
� ��� " ��� $ � $ � �

��� $ �/����������������� .��C� � � ��� $ �+���2*
q(t)

� ��3���� $ ������4G������3��������/�������+���:� �
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 �
C�(���������� " ����� " �$�F���F��+ �)�F� � �e�¢� * �������25 ��32����+ � �Q���Y(���������� " ��� $ �É�Y��� !

��� " ������� � � + $ � � ����*��)���<3 ��� $ � � ��� " +�3 � " r �Os �

z =
x3
H
, U =

u

H
, W =

θ

θ0
, θ0 =

√
T0s0
c0

,

Q =
q

q0
, q0 =

k0θ0
H

, V =
ϕ

ϕ0
, φ0 = H

√
s0.
33
,

J(t) =
I(t)

I0
, I0 =

k0S
√ .

33s0

c0H2
, v0 =

√
s0
ρ0
, c∗33 = c33 +

e233.
33
,

γ∗33 = γ33 −
e33g3.

33
, c∗ε = cε −

T0g
2
3.

33
, t1 =

H

v0
,

t2 =
H2c0
k0

, τ =
t

t2
, s̄(z) =

c∗33(x3)

s0
, k̄(z) =

k33(x3)

k0
,

ρ̄(z) =
ρ(x3)

ρ0
, c̄(z) =

c∗ε(x3)

c0
, γ̄(z) =

γ∗33(x3)

γ0
,

k0 = max
x3∈[0,l]

k33(x3), c0 = max
x3∈[0,l]

c∗ε(x3), γ0 = max
x3∈[0,l]

γ∗33(x3),

ρ0 = max
x3∈[0,l]

ρ(x3), s0 = max
x3∈[0,l]

c∗33(x3), δ0 =
t1
t2
,

d1 = γ0

√
T0
s0c0

, d2 = g3

√
T0.
33c0

, d3 =
e33√
c0
.
33
, d4 =

d2
d3
,

d5 =
1

d3
, Ω =

σ

s0
.

�e�¢�

� ����32� ��(���������� " ��������� $ ��5p�N���)��30����� $ ��5 ������� $�� ���63 ��*��$�F���F��� ����� !
" � . 32�/��������+�����+��/������� �)�F� � �e�¢� �)������������5 �'�$�F���F��������� " ��+�����+��/�������� " � !
��� � � � ��������� $�$ � " ���� .��C� � � ��� $ � � " ���

(s̄(z)U ′)
′ − d1 (γ̄(z)W )

′
= δ20ρÜ ,

� �¢�
(
k̄(z)W ′)′ − c̄(z)Ẇ − d1γ̄(z)U̇

′ + d2J(t) = 0,
�)�/�¢�

U(−1, τ) =W (−1, τ) = 0,
�)�%�F�




 � � 	!� �4
�� .�� ��� � � �	� �9	����&������� �����

Ω(1, τ) = 0, −k(1)W ′(1, τ) = Q(τ),
�)�*���

W (z, 0) = U(z, 0) = U̇(z, 0) = 0.
�)� � �

' ���$��4

Ω(z, τ) = U ′(z, τ)− d1γ̄W (z, τ) + d3

τ∫

0

J(y) dy

� $ �����¢5���� $ ��� �
G,�����/���$��� $ �65������ $ ������4/������� $�� ���63���� " �F������(��É��4 $ ��)���� $ �'�/������+�324 !

� �����C� $ ����������������� $ ��5T+���3�������5G�23�5j�+���:���

V0(τ) = d2

1∫

−1

W (ξ, τ) dξ + d3U(1, τ) +

τ∫

0

J(y) dy.
�)� � �

� ����32�K����� " � $ � $ ��5Q�����/��(������/����� $ ��5 � ����3 ���/�����9����� " � $ � � � �¢� � �)�*���
�,+������+� " $ �F���6324 $ ��1 +���3�������) �)� � � ������1������ " � ��������� " ����� $ ����������324 $ �
����� $ � � ��� " � $ � $ �����/���$��� $ ��1 � + $ � � ��)��

(
s̄(z)Ũ ′)′ − d1

(
γ̄(z)W̃

)′
= δ20p

2ρŨ,
�)� 
 �

(
k̄(z)W̃ ′)′ − pc̄(z)W̃ − d1pγ̄(z)U

′ + d2J̃(p) = 0,
�)���¢�

Ũ(−1, p) = W̃ (−1, p) = 0,
�)�����

Ω̃(1, p) = 0, −k(1)W̃ ′(1, p) = Q̃(p).
�)���¢�

AY��� $ � � ��� " � $ � � $ �+������� $�$ ��) ����� $ ������� ������� $�� ���63����,����� " ��� ��32����+ !
� �Q��) �����W�

Ṽ0(p) = d2

1∫

−1

W̃ (ξ, p) dξ + d3Ũ(1, p) +
J̃(p)

p
.

�)�Z�¢�

. ����32+ " �63�������� ������� " �������
δ0
(���������� " ��� $ �É� $ �����¢5���� $ ��5 " ����+��

(��É��4 $ ��)���� $ � ���0���%�Q� $ ��5 ������������� ���������$�)����) �$�F���F����*��$��32� � �)� 
 � � �)���¢�
����3��F�G����4

δ0 = 0
�
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 �
� ��������� �+��� " �$�+������� " ������4 ����� $ � � ��� " � $ ��� ������� $�� ���63 �

Ṽ0(p)
���

Q̃(p)
�
J̃(p)

� ��32����+ � �Q� " ���������

Ṽ0(p) =W1(p)Q̃(p) +W2(p)J̃(p),
� ���¢�

�����
W1(p)

�
W2(p)

� �������������+��� $ �É� � + $ � � ��� �
O ���/� " ������� " ������������32� $ ���0�������������+��� $ ��1 � + $ � � ��) �23�5 ��� $ ������� $ � !

�/� ��3��F5�Q��� $ � " �����$�)����)T� ������������� ���������$�)����) ������� � $ �����:�61 �

4 ���~}�y�t���}�ujiWw�u ��u¢��u\hmr�t�}2xmiml�� |j� iWz��WwW{
hfo�� }bh i�}2��}bh i�}	��}NyOo	}!�

. ��32+������ ��� $ ������� $ ���/�o��3��F5X� �)� 
 � � �)���¢� ����3 ���)��� " (���������� " ��� $ �É�
��� .��C� � � ��� $ ���-���+� $ � " �T����� $ � � � �
�Y+���� " �����'�)����������4 ���%�Q� $ ��5�*����+�������1� �Q������32����+ � �Q� " ������(������ $ � !

5 " �
Ũ
� $ ������� $ �65�*

W̃
� ����� $ �65p��������������� $ �����

z
� C�(��Q��) �����N���%�Q� !

$ ��)
Ũ
�
W̃
� " ����� ��32����+ � �Q���C����������� �+��32� $ ��5�r �Os �

Ũ(z, p) = (λ21 − p)A1shλ1z + (λ22 − p)A2shλ2z,
� ���F�

W̃ (z, p) = d1p(A1λ1chλ1z +A2λ2chλ2z) +
d2
p
J̃(p),

� �%���
�����

λj
*
j = 1, 2,

� ����� $ � 1������+�������������������$�)�����/��+����+� $ � $ ��5

λ4 − λ2(p(1 + d21) + δ20p
2) + δ20p

3.
� � � �

JW� ����32���+�����¢5�5 ����� $ ��� $ � " +���3�������5 " �)���¢� * �)����� * $ �61������ " ���%�Q� !
$ ��5

Ũ
�
W̃

��������� " � �)� 
 � * �)���¢��� � ������� �+��3�5�5 $ ��)���� $�$ �É����É���6��� $ ��5
�23�5

Ũ
�
W̃

� �)�Z�¢� *m(���32�³����32+���� $ � ���É���6��� $ ��5ð�23�5³�������������+��� $ ��1
� + $ � � ��)

W1(p)
�
W2(p)

*������+�����É�/� " �%����� ������324 $ ������� " ����� ����)����� �
. ����(�������������������� $ �M����� " ���+���������b�������������+��� $ ��1 � + $ � � ��)

W1(p)�
W2(p)

�
• ����� p→ 0

W1(p) =
d1d3 + d2
d3(1 + d21)

+O(p),
� � � �

W2(p) =
1

p

[
(d1d2 − d3)

2

d3(1 + d21)
+

1 + d22
d3

]
+O(1);

� � 
 �
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• ����� p→ ∞

W1(p) = B11
1√
p
+B12

1

p
+O

(
1

p
√
p

)
,

� ���¢�

W2(p) = B21
1

p
+B22

1

p
√
p
+O

(
1

p2

)
,

� �!���
�����

B11 =
d3
d2
, B12 =

d1(d3 − d1d2)

d3δ0
,

B21 =
1 + d22
d3

, B22 =
d3(1− d1d4)

2

δ0
.

O ���/� " ������� " ����� � ����+���+ $ �61��F����� $ ��5 ������(�32����� $�$ ���/� � $ �F��� $ ��5
Ṽ0(p)

�
� ����32�p���)��30����� $ ��5-����� $ � � ��� " � $ ��� � " �%�Q� $ ��5

Ũ(z, p)
��� �)� 
 � �

$ �/�����+������1Q�����/��(������/����� $ ��)Q����32+������ " �$�F���F��+�������3�������������� $ ������� � " � !
��� � � � ��������� $�$ � " ���� .��C� � � ��� $ � � " ���

W̃ ′′ + (1 + d1)
2W̃ + (d2 + d1d3)J̃(p) = 0,

� ���¢�

W (−1, p) = 0, −W̃ ′(1, p) = Q̃(p).
� �\�¢�

O��%� �65~���Q�¼�����������25�� $ �63�������� $ �É�/����)����+����5 �:�+�~�¼�����j��� $ � " ����� !
�)��� " �����21�������* $ �61������ " �������������+��� $ �É� � + $ � � ��� ������(�32����� $�$ ���/�N��� !
�Q� $ ��5��

W1A =
d1d3 + d2
d3(1 + d21)

th
(√

p(1 + d21)
)

√
p(1 + d21)

,
� � �¢�

W2A =
1

p

[
(d1d2 − d3)

2

d3(1 + d21)
+

1 + d22
d3

]
.

� � �F�
� ��� " �632��1

p
�<3 �+� $ �É�É��32� $ �X����� " ���+�������'�������������+��� $ ��1 � + $ � � ��)

�+��� $ ���/� ���%�Q� $ ��5b�p�<3 �+� $ �É�Q��32� $ � �������������+��� $ ��1 � + $ � � ��)p������(�32� !
��� $�$ ���/�����%�Q� $ ��5'����3 $ ������4��S�)�������F���1��� �3� �+� ��� $ �F�������C����� $ ����� $ ������4
��� � � ��� $ ��� $ ���/� � �����

t → ∞)
���%�Q� $ ��5 �23�5 ��� $ � " �����$�)����) �X��������� !

��� ���������$�)����) ������� � $ ������� ��� ��� (���324��Q��1
p
�<3 �+� $ �É�/��32� $ �S����� " ���+�������

�������������+��� $ ��1 � + $ � � ��)b�+��� $ ���/�T���%�Q� $ ��5p�b�������������+��� $ ��1 � + $ � � ��)
������(�32����� $�$ ���/�,���%�Q� $ ��5 $ �'�)�������F���1���F* $ �C� " �%��������� $ �+������+ �W������+�� !
��+���+ � � $ �T+�(�� ���1��� �:�+�

p−1)
�
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��. ���
. ���É������32� $ ��5�1������ $ 5��+�

δ0 = 10−8 * d1 = 0.004
*
d2 = 0.02

*
d3 = 0.3

�
��3�5 �+���/� ���+��(���� � � $ ����4 ���������%� $ ������4 ������(�32����� $�$ ���/�������21�� !

����* ��������� " �N�����/� " ������� $ ��� � + $ � � ����*	1������+������������+ � �Q������� $ ���Q� $ ���
�+��� $ ���/� � $ �F��� $ ��5����� $ � � ��� " � $ ��� �)�����+���������+��+ � �Q��)�������������+��� $ ��)
� + $ � � ����j������(�32����� $�$ � " +��

Wn
1 (p) =

W1(p)

W1A(p)
, Wn

2 (p) =
W2(p)

W2A(p)
.

� � ���

'�$ �F��� $ ��5 � + $ � � ��) � � ��� �����
p = 0

���+� $ � � � " �63��'����32�����1������5���� �
����3�����4C� �

p < 230
��� ���

p→ ∞ . ��� � + $ � � ���������� " 5�����5� $ �/�����+����� "
�������+�F5 $�$ � " ����32����� $ � "

A1 = lim
p→∞

Wn
1 = 4.29, A2 = lim

p→∞
Wn

2 = 1.02.
� ��� �

'�$ �F��� $ ���
A1 > 4

�)������������324����+��+������b� $ �F��������324 $ ��1«������1��F����� $ � !
5�1 ����������324 $ ��1 � $ �F��� $ ��)-�+��� $ ��)-�-������(�32����� $�$ ��)Q�����/��� � $ ����32� $ ���
� + $ � � ��)�*����+�2* �W�)�����a������������42*Y��������������� �-(���324�� ��) ���������%� $ �������
� ������������32� $ ���j������� $�� ���63 ������� " �632��1������ " � $ �61 �

��� �~y�yOo	u\hm}Ug�rqiWw�u ��}2t�uji��Ww�rXo	rN}bh i�}2��}bh i�}	��}NyOo	}!�
�W�Ww³��rqn\o�wWxmiml�� t�u � o	}Ugkl�� i�r ���W� n�z�r$�

RK����� ��� " *	���+�N��4����/� . 32� " � $ ������30����� $ � . 32�/�����������$�)��+ � � ����42* �)� !
���+�F5��Q+ � �����)��������������32� $ ��5

R
�³� " ���������

C
� A�������� ����� $ � � ��� " � $ ��+

$ �+������� $�$ ���/��������� $�� ���63 � " �F� $ � �����/������� ����4 ��� � ��� " +�32��r �Os �

Ṽ0(p) =
W1(p)(m1p+m2)Q̃(p)

m1p+m2 − pW2(p)
,

� ��� �

�����

m1 =
RI0
φ0

, m2 =
I0t0
Cφ0

.

O ���/� " ������� " �������ð������3�������) $ ������+��/����*������+�����É� $ ����(���32���K�������+�,��� !
����324���+ ������5T����� " ������32��������� $ ��� � ��� " �-������3��������/� ���$��� " ������)����+����5��

1) Q(τ) = δ(τ)
�

2) Q(τ) = H(τ)
�

3) Q(τ) = H(τ) −H(τ − τ1)
�



�!� � 	!� �4
�� .�� ��� � � �	� �9	����&������� �����
� �+��(��T����5�� $ ����4�1������+�������'����������� $ ��5'������� $�� ���63 �������T������32��� $ ��1

������3�������1 $ ������+��/�:�61 * $ �/��(F1������ " ��� � ��� " +�32� � ��� � ����� " � $ ����45��(������ $ ���
�����/��(������/����� $ ��� � ����3 ���/� ��. ����(��������23�5 $ �61��F����� $ ��5

V0(τ)
��������324���+ !

������5¼������32� $�$ �É) " ���+���y��(����1�Q� $ ��5 � ����3 ���/��*�����������(���� � $�$ �É) &'� �Q+�� !
(�� $ � " r � � s`�
��3�5 " �632��1o����� " � $ " �F� $ �p����32+�������4F� $ �632���������$�)��������É���6��� $ ��5

�23�5
V0(τ)

� ��3�5 . �+���/� (���32�¼������������� $ �B�)�����+���������+��+ � �Q��� ����� " ���+����� !
��� �
��3�5j�����������/��������� $ ������+��/���

V0(τ) =
B11√
πτ

+B12 + 2

√
τ

π

(
B12m2 +B21

m1

)
+O(τ),

� �¢
 �
�23�5 ���+�������/� �

V0(τ) = 2B11

√
τ

π
+B12τ +

4τ

3

√
τ

π

(B12m2 +B21)

m1
+O(τ2),

� � �¢�
�23�5j��������4����/� �

V0(τ) =
2d3
d2
√
π

(√
τ −H(τ − τ1)

√
(τ − τ1)

)
+

+
d1
d3

(τ −H(τ − τ1)(τ − τ1)).

� � ���

. ���É������32� $ ��5�1¼(���3�� ����� $ 5��+�2�
m1 = 0.37701

*
m2 = 31.4175

� ��3�5
������1C���������,������3�������) $ ������+��/��� $ �5��3���) ����� " ���+���������Q���1���/������+�3246� �����
�/���������%� $ ������4�� " � $ ��� ��� �����

τ < 10−13 �
� ����������� $ �������+� $ � $ ���Q���%�Q� $ ��)�*�����32+���� $�$ ��1�� ��� " �:�61T��� $ � " ����� !

�)����) � ������������� ���������$�)����) " ������32��) � C9�:���$�63�����42*����+� ������������� ���������$�)����)
� ��� $ � " �����$�)����)~�����21������³���1��� ����32����� $ � ������� $�� ���63 ��*�������32�����1� �Q� !
�$��5 " � $ ���C��� "ð$ � ��� �����

τ > 10−9 �23�5 $ ������+��/���T�����������/� ������� �j�����
τ > 10−5 �23�5 $ ������+��/������+�������/���j��������4����/� ������� �

@���1����25~��� � $ �632���$�G������+�3246� ���+���2*�����32+���� $�$ ��1�� ������+�3246� ���������/��32� !
� ����� $ ��5'1������+����������������� $�� ���63 �������T������32��� $ ��1 ������3�������1 $ ������+��/�:�61 *
(���32��%����3 � $ �X��� �������C���23�5T�����������/��������� $ ������+��/��� �����

τ → 0
������� $�!

� ���63«����������� ��������� $�$ � " ��(������/� " *��~�����
τ → ∞ � . �:����� $ � $�� ���6324 $ �

+�(�� ������� � �23�5r���+�������/�p�������p������� $�� ���63 " � $ ���+� $�$ �p��������������� $ +�3�5ð�
�)� ����� " � $ � " ����1�������� $ � $ �/�����+�������~����������324 $ ���~� $ �F��� $ ��� � �r��32+������
��������4����/�Q��������������� $�� ���63 " � $ ���+� $�$ ����������������� $ +�3�5G� ���������������/�C� $ � !
��� $ ��5�*�� ���������)��� " ���/�j�����

τ = τ1
*��j�$����� " (��'������� ������� " ������5 � $ +�30�

�/�������+� "
τ
�
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. ��32+������ $ �/��� $ ������� $ ���/�'��3��F5C����� " � " *6���+� $ ��� $ 5�5Q��3����)��������49��3��F5

�$����� " 32� $ � � ������� $�� ���63b���+��� $¼$ +�30� � *8� $ � ����+��/��) �����32+~������� .��C� �/� !
� � $ �+������������5 . 32�/�����������$�)����) ������� $�� ���63 ��� ����������� " ���%�Q� $ ���T�$�F���F���
����� " ��+�����+��/�������T� " ����� � � � ��������� $�$ � " � ��� .��C� � � ��� $ � � " � �)� 
 � � �)���¢�
� ��32+�������������+������+����5~�+���:� � � �����¼�����~��� " ���Q� �)������� $ ��5j�$�F���F��� ����� !
����� " �C� $ ���������6324 $ ��1 +����+� $ � $ ��) & �������/��324 " � �F! �/����������*:�:�+���r �Os �

W̃ (z, p) =

1∫

−1

K1(z, ξ, p)W̃ (ξ, p) dξ+

+

1∫

−1

K2(z, ξ, p)Ω̃(ξ, p) dξ + g(z, p),

� � �¢�

Ω̃(z, p) =

1∫

−1

K3(z, ξ, p)W̃ (ξ, p) dξ +

1∫

−1

K4(z, ξ, p)Ω̃(ξ, p) dξ.
� � �¢�

' ���$��4T5������
K1(z, ξ, p)

*
K2(z, ξ, p)

*
K3(z, ξ, p)

*
K4(z, ξ, p)

�N�����+���65
��������4

g(z, p)
� " �%��� �����W*�� $ �63�������� $ �É)�r �%� * �*� s`�

� ����32� $�$ � ! � $ �632���������$�)�����³���%�Q� $ ��5 R � I JÉ*Q����32+��������Q���$��5�������32�
�����)�����������$� � ���U��������� " � � � �¢� * � � �¢� *,�����:���$�632��*����+� ����� $ � � ��� " � $ ���
��� " ����������+���� � $ �����¢5���� $ ��5U� +���3�������1s�+�����:�615���3�5�������5s������( $ � !
��� � ��� $ �6324 $ � " � � + $ � � ��5 " �S��� ������� " �������ð�����/��(������/����� $ ��5 � ����3 � !
�/�

p
*������+�����É� $ �b� " �%��� ���)��(���1 �+�����/��*������ " �y��� " ��32�/�:� $ ��1 ����30� !

�)���2*�������������3�5�� " ��1G5������ " � ��������� " � �T������� "«$ ������+��/��� �)� � . �+� " +��23�5
$ �61��F����� $ ��5F��������� $ �63����¼��� " ����������+���� � $ �����¢5���� $ ��)o�¼����(������'����� !
" � $ 5�3 ����4b���/������5 ���É�����+���2� ��������� $ �632� $ �61�������32����4��F���������� $ ��� $ ��)
��+ "	" � �����:���$������324 $ ��1 � + $ � � ��)�*���������� " ��1'�����:���$������32��)�����+���������+��+ !
��� ����� $ 5 " � $ � " � $ ������3�5 �

A���� $ ������4ð������32� $�$ ���/�«���%�Q� $ ��5³�$�F���F���³�����������¢5�3 ����4N��+���� " �����+� !
$ � $ ��5 ��� $ �632���������$�)��� " ���%�Q� $ ��� " �23�5���� $ ������� $ ���/� ��3��F5 �2. ��5�� $ � $ �2*
���+�T�+��� $ ������4T���%�Q� $ ��5y����324 $ � �$�+������������� ������� " �������G�����)�����������$� � ���
��������� " � � � �¢� * � � �¢�^� ����32�����$���+���,������(���� $ ��) �������F��������+�� $ ��) � ��� " +�32�



� � � 	!� �4
�� .�� ��� � � �	� �9	����&������� �����
��������� � ��)

n
� G��b(���324��Q��1r����� " � $ �61

τ > 0.1
*��23�5 �+���/� ���+��(�� ��� $ � !

��������324 $ �65b���������%� $ ������4j���%�Q� $ ��5N(���3 � " � $ ��� ��� * $ �/��(F1������ " � (�������4
n = 12

������(���� $ ��) �������F��������+�� $ ��) � ��� " +�32�0��������� � ��) � G�� " �632��1 ����� !
" � $ �61

τ ∈ [10−12, 10−1]
$ �/��(F1������ " �Q(�������4

n = 40
�

� ����������� $ �������+� $ � $ ���Q���%�Q� $ ��)�*�����32+���� $�$ ��1�� ��� " �:�61T��� $ � " ����� !
�)����) �T������������� ���������$�)����) " ������32��) �23�5 $ �/��� $ ������� $ ���/�F��3��F5 � C9�:���$� !
3�����42*����+������32+������ $ �/��� $ ������� $ ���/� ��3��F5�������������� ���������$�)����)~�T��� $ � " � !
���$�)����)N�����21������ ���1��� ����32����� $ ��������� $�� ���63 ��* ������32�����1� �Q���$��5 " � $ ���
��� "ð$ � ��� �����

τ > 10−6 �23�5 $ ������+��/���������1 ��������� �
@��/��32��� �����63�����4���32��5 $ ���~������32��� $ ��1 �$�+��� $ ��� $ �/��� $ ������� $ �������r��� !

.��C� � � ��� $ � � ������3�������������� $ �������K��3��F5 $ � 1������+������� ��� " � $ � $ ��5 $ �+��� !
��� $�$ ���/� . 32�/�����������$�)�����/�p������� $�� ���63 �¼����� �:�6��� ��)«���T������1«������3�������1
$ ������+��/��� � G��p����� �7� ����������� �+��32� $ ����� � ���ð��� " � $ � $ ��5 . 32�/�����������$�)��� !
�/�b������� $�� ���63 ��* $ �+�����25��Q���/����5N�����W����������)����+����� " ������3�������) $ ������+��/���
Q(τ) = δ(τ)

�W$ �~����� � � � �����o����������)����+����� "-$ ������+��/���
Q(τ) = H(τ)

�
$ �,����� � � � ����� ����������)����+����� "p$ ������+��/���

Q(τ) = H(τ)−H(τ −τ1)
��� ���

. �+� " ����3���� $ ��)G32� $ ����)T���/��(����6��� $ �Q��� " � $ � $ ��� $ �+������� $�$ ���/��������� $�� � !
�63 �Q�����

k̄(z) = 1
� �Q������1���+ $ ������� $ ��) � �����

k̄(z) = cos(z)
� �+�����:� " � �

�����
k(z) = z2 − z + 1

�

���q^�� ��� 7�8%M�;>LF;>LFEF;>P#g6;>SF=�HFEFkF;>?>S�D�]>D0IFD�=�;>LF�FE6:�g�:
IFHFE,=�;>I�g6D�B�D�R/L6:<]>H�O�8>S�;

Q(τ) = δ(τ)
_
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���q^�� � � 7�8%M�;>LF;>LFEF;>P#g6;>SF=�HFEFkF;>?>S�D�]>D0IFD�=�;>LF�FE6:�g�:
IFHFE/=�;>I�g6D�B�D�R/L6:<]>H�O�8>S�;

Q(τ) = H(τ)
_

���q^���� � 7�8%M�;>LF;>LFEF;>P#g6;>SF=�HFEFkF;>?>S�D�]>D0IFD�=�;>LF�FE6:�g�:
IFHFE,=�;>I�g6D�B�D�R/L6:<]>H�O�8>S�;

Q(τ) = δ(τ)
_

@,�5� $ �632���$�C������+ $ ����������� $ �2*¢���+�Q������32��� $ �É���$�+��� $ � $ �/��� $ ������� $ � !
�����F���:����� ���1���T(���324�� ��� ��32��5 $ ��� $ � $ �+������� $�$ �É) . 32�/�����������$�)����) ��� !
��� $�� ���63 �)� ��� . �+� " � ��32+������ $ ������+��/���T�����������/�Q���������23�5 $ �61��F����� $ ��5
������� $�� ���63 � $ � " �632��1������ " � $ �61 $ �/��(F1������ " � ����������������4��)�����+���������+��+ !
� �Q+ �M����� " ���+��������+ �
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A��+��� " ��(������/� " *����É���6��� $ ��5b�23�5ð����3 $ ���/�j������( $ ���/�j��� �C� ����� $�� ���63 �
� $ +������ $�$ ��) .�$ ���������T�j������� $�� ���63 � E���324 " �/��324 � �Q����� $ � " �1��� �����

dαE = − PV 1−α

Γ(2− α)
dV α +

TS1−α

Γ(2− α)
dSα,

� � �

dαF = − PV 1−α

Γ(2− α)
dV α − ST 1−α

Γ(2− α)
dTα.

� 
 �

I $ �63�������� $ �É� ���É���6��� $ ��5 " �F� $ �T����32+�������4~�¼�23�5y����� �6324 $ ��1¼����� " � !
��� $ � " �����$�)����1b������� $�� ���63���� � R��� " ���Q4������É���6��� $ ��) � � � * � 
 �," �F� $ �
����32+�������4��)����� $ ���Q� $ ��5�� �+�:�)����3�3 ��*:��(���(��Q� $�$ �É� $ � ��32+�����)T������( $ ���/�
����������32� $ ��5��

(
∂αE

∂V α

)

S

= − PV 1−α

Γ(2− α)
,

(
∂αE

∂Sα

)

V

=
TS1−α

Γ(2− α)
,

�e�¢�

(
∂αF

∂V α

)

T

= − PV 1−α

Γ(2− α)
,

(
∂αF

∂Tα

)

V

= − ST 1−α

Γ(2− α)
.

� ���
A���� " ����� $ � " �����$�)����� �)����� $ ���Q� $ ��5p� �+����� ��(���(�� �1������5��'������( $ � " ��� !
������32� $ �����

∂αCV
∂V αT

= Tα
∂α

∂TαV

(
− Γ(2− α)

T 1−α
∂α

∂V αT

∂αF

∂TαV

)
=

= TαV 1−α ∂α

∂TαV

(
1

T 1−α
∂αP

∂V αT

)
,

�e�¢�

∂αS

∂V αT
=

∂α

∂V αT

(
− Γ(2− α)

T 1−α
∂αF

∂TαV

)
=

= −Γ(2− α)

T 1−α
∂α

∂TαV

(
∂αF

∂V αT

)
=
V 1−α

T 1−α
∂αP

∂TαV
.

� �¢�
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' ���$��4T�¼���632���Q�23�5b+�� ��(����+���'(�+���� " ��������324��/��������4���32����+ � �Q��� ��(�� !

� $ �F��� $ �����23�5j���������/����� $ ��1'��� ����� " ����� $ � " �����$�)��� " ������� " ������� " �
(
∂F

∂T

)

V

≡ ∂F

∂TV
.

Rm32����+��������)��(��>��� " ��������42*¢���+�������
α = 1

���É���6��� $ ��5 �e�¢� * � �¢� ����������� �+� !
3�5���� �)��(���) �����F��� � ��� $�$ �É���)����� $ ���Q� $ ��5

∂CV
∂VT

= T
∂2P

∂T 2
V

� ∂S

∂VT
= T

∂P

∂TV
,

��*�� �+��� " ��(������/� " *K���+� $ �����$� $ �65 ����� " ����� $ � " ���:� $ ��������������������������� "
��(������/� " ��(���(�� ��������5 $ �r��32+�����)-����� " � $ � $ ��5 � ��� " �632��� " �N������( $ ���/�
����������32� $ ��5 ��� ��� . �+� " �Q���/�������Q� $ ����������5 $ �����É)G������� " �����

α
� �����:� !

�$������324 ���������/����� $ ��)G������( $ ���/�������¢5�� �:� �

4 ���p��r�zWt¢rXofpki�}�u~� ��rqgki�ujiWw�u¼y�}�y�t�}!� iWw��
� ��� ��� �������/+����+� $ � $ ��5�)�����+�F5 $ ��5T��������324���+�������5�)����� $ ���Q� $ ���

(
∂αF

∂V α

)

T

= − PV 1−α

Γ(2− α)
.

C��+��+������ " ��� "

P = −Γ(2− α)

V 1−α
∂αF

∂V αT
,

�)�/�¢�
�����

F = −kT lnZ
� ������� $�� ���63�E���324 " �/��324 � ��*

Z =
∑

i

exp
(
− εi
kT

)

� ��� ���������������$�)�:�65���+ "	" � �
RK� ���������������$�)�:�65 ��+ "	" �>����(��Q� " ��32+������Y����������5 ���É���6��� $ ��� " r � * �/�Os

Z =
1

(2π~)3NN !

∫
· · ·
∫
dp1 . . . dpNdr1 . . . drN exp

(
− H

kT

)
,

�����
N
� ������3������������ � � ��������� " ��*

p
� � " ��+�324��/��������� � �C*

r
� ����������� !

$ ��� ����������� � �C*
~
� �������+�F5 $�$ �65 � 3 � $ �:��*

H
� E:� " ��3246�+� $ ��� $��
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���+����5T� " ��� "

F = kT

{
ln

(
V N

N !Λ3N

)
+ln

(
1−N

V

3∑

i=1

xiBi−
N

V

3∑

i<j=1

xijBij

)}
.
�)�%�F�

� ������� �+��3�5�5 �)�%�F� � �)�/�¢� *�����32+���� " ��32����+ � �Q���,+����+� $ � $ �����)�����+�F5 $ ��5��

P = kT
Γ(2− α)

V 1−α
∂α

∂V α

[
ln

(
V N

N !Λ3N

)
+

+ ln

(
1− N

V

3∑

i=1

xiBi −
N

V

3∑

i<j=1

xijBij

)]
.

. �É������3�5�� " ���������/����� $ + � ������( $ ���/�¼�����¢5�� �:�����¼�����������/����3 ���)��� " ���/�2*
��������324���+�5 ����� . �+� " � $ ���������63 r ���Os

α∫

0

xα−1 ln x

(aµ − xµ)1−β
dx = aα+µ(β−1)B

(
β,
α

µ

)[
µ ln a+ ψ(1)− ψ(2− α)

]
,

�����
a, µ,Reα,Reβ > 0

�
Reβ > 1

�����
α = 1

*
B(x, y)

� (���� � !#� + $ � � ��5
� )�32������*

ψ(x)
� ����� !#� + $ � � ��5�*�����32+���� "

P =
NkT

V

{
1 + (1− α)

[
ln

(
eV

N

[
mx

1m
y
2m

z
3kT

2π~2

] 3
2
)
+

+ψ(1)− ψ(2− α)

]}
+ kT

Γ(2− α)

V 1−α
∂α

∂V α

[
ln

(
1− A(T )

V

)]
,

�)�*���

�����

A(T ) = N

(
3∑

i=1

xiBi +

3∑

i<j

xijBij

)
.

��3�5 ����������� �,���������/����� $ ��)�������( $ ���/�/�����¢5�� �:�5�������+����� " ��3 ���)��� " � "
�$� " ����� " *����+�G������� " ����� A(T )

V � 1
�)� � . �+� " +�*�����3 ���)�65

ln

(
1− A(T )

V

)
≈ − ln

(
1 +

A(T )

V

)
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∞∫

0

xα−1 ln(x+ b)

(x+ a)ρ
dx = aα−ρB(α, ρ − α)

[
ln b+ ψ(ρ)−

−ψ(ρ− α)− α

ρ

(
1− ab−1

)
3F2

(
α+ 1, 1, 1; 2, ρ+ 1; 1− ab−1

)]
,

�)� � �

�����
3F2(a, d, c; d, e; z)

� �������������/� " �����������$�)����)~�¢5�� r ���Os *�����32+���� "

P =
NkT

V

{
1 + (1− α)

[
ln

(
eV

N

[
mx

1m
y
2m

z
3kT

2π~2

] 3
2
)
+ ψ(1)−

−ψ(2−α)
]}

+
kT

V

{
A
V

1+ A
V

−(1−α)
[
ln

(
1+

A

V

)
+ ψ(2−α)− ψ(1)+

+
A
V(

1+ A
V

)2
∞∑

n=0

(
1+ A

V

)−n

n+ 1
+

1− α

(1+ A
V )2

∞∑

n=0

(1+ A
V )−n

(n+ 2− α)(n+ 1)

]}
.

�)� � �

C�� " ����� " * ���+����1����25��Q����� �)� � � �¢5����M��1����25�����5������32+ " �63��������¼������� !
" �������

(1 + A
V )−1 � C������ $ ���������65���4 32� $ ��) $ � " � ��� " �63�� " +¼������� " ������+

(1+ A
V )−1 ��32� $ � " ������������324���+�5 ��(���� $ �F��� $ ��� A(T ) = NB(T )

*6����32+���� "

P =
NkT

V

{
1 +

B(T )
V

1 + NB(T )
V

+ (1− α)

[
ln

(
eV

N

[
mx

1m
y
2m

z
3kT

2π~2

] 3
2
)
+

+ψ(1)− ψ(2− α) − 1

N

(
ln

(
1 +

A

V

)
+ ψ(2− α)− ψ(1)

)]}
,

�����

B(T ) =

3∑

i=1

xiBi +

3∑

i<j

xijBij

� ��(���(��Q� $�$ �É)����+������)���������6324 $ �É)��� .��C� � � ��� $ � �
� �632��������� �+��� " 32� $ ��) $ �É�É��� " �63�� " +Q������� " ������+ B(T )

V < 1
��32� $ � ��*

����� $ ��(������)�65 " �632� " �j��32� $ � " � 1
N

*:����� $ ��������324 $ ������32+���� " ��32����+ � �Q���
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P =
NkT

V

{
1 +

B(T )

V
+ (1− α)

[
ln

(
eV

N

[
mx

1m
y
2m

z
3kT

2π~2

] 3
2
)
+

+ψ(1)− ψ(2− α)− B(T )

V

]}
.

�)� 
 �

� ���
α = 1

+����+� $ � $ ��� �)�����+�F5 $ ��5 �)� 
 � �)�������F���������	�����F��� � ��� $�$ � " +����+� !
$ � $ ��� " �)�����+�F5 $ ��5 �

��� ��r�y�x�u¢t � iWt���} �WwWw³w³t�u � o	}�u�v/z�}�y�t�w
@���1����25b���G��� " ����������+�� $ ��)«�$�+������� " �������F���+�������/� ���������6324 $ ���/���� !

.��C� � � ��� $ � �
B(T ) =

(
b− a

kT

) r �/�Os *F������� $�� ���63 E���324 " �/��324 � �0��������������� !
��5� ������+

F (V, T ) = −kT
[
N

3

2
ln(qT ) + ln

(
d+

ã

T

)]
,

�����

q =

(
eV

N

) 2
3 mxmymzk

2π~2
, d = 1− b

V
, ã =

a

V k
.

C������Y��� �)���<3 ��� $ � � ��� .�$ ����������5 " �F����� (��É��4 �����/������� � $ � �:�+�

S = −Γ(2− α)

T 1−α
∂αF (T, V )

∂TαV
=

= k
Γ(2−α)
T 1−α

∂α

∂TαV

[
N

3

2
ln(qT ) + ln

(
d+

ã

T

)]
.

R $ �����X����������324��/�����+���Q����4 ���/���$��� $ � " �)����� $ ���Q� $ ��� " �)� � � *������ �+��3�5�5
�'��+ "	" �m�¢5�� ���É��32� $ �N�����������/�������¢5�� �:����� " �63�� " +/������� " ������+ d

d+ ã
T

� 1�/���632��� �m�+��� $ ������4��N� �0��32� $ ���0�����������/�É�����¢5�� �:����� " �63�� " +/������� " ������+
A(T )
V � 1

*:����� $ ��������324 $ ������32+���� "

S =
3

2
Nk

[
1

2− α
+ ln qT + ψ(2)− ψ(3− α)

]
−

−Nk
[
Nb

V
− (1− α)

5− 2α

(2− α)(3− α)

Na

V kT

]
.

�)���¢�
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α = 1
�)���¢� �)�������F������� �,���/���$��� $ � " ������+�3246� ���+� "

S =
3

2
Nk

[
1 + ln qT − 2

3

Nb

V

]
.

@���1����25 ����������������32� $ ��5

CV = Tα
∂αS

∂TαV� ���É���6��� $ ��5G�23�5 .�$ ������������*�� " ��� "

CV =
3

2
Nk

1

Γ(2− α)

{
1− 2

3

Na

V kT
+ (1− α)×

×
(
ln qT − 2

3

Nb

V

4

3

5− α(5− α)

(2− α)(3− α)

Na

V kT

)
+

+
1

Γ(1− α)

[
1 + 2(ψ(1)− ψ(2− α))

]}
.

�)�����
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α
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Adud = vd, vd ∈ L2( � m), (2)
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Π± = {z ∈ )
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ξ′.
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��(���� $ �F��� "�"�$ �F���$���+���F��� " ��32�/�:� $ ��1 *2���%�Q�$���+��� $�!
$ ��1 * � ��32��1b��������3o�)�����+���������+��� $�$ � � � ��3��F�G� "

Z+ = {j ∈ Z : j > 0} *
Z− = {j ∈ Z : j < 0} * Γ = {ξ ∈ C : |ξ| = 1} * Γ2 = Γ × Γ

*
D+ = {z ∈ C : |z| < 1} * D− = {z ∈ C : |z| > 1} � �Y+���� " ����324��/��������4 !��5 ��32����+ � �Q� " � ��(���� $ �F��� $ ��5 " �C�23�5 ������������32� $�$ ��1 $ �

Γ
*
Γ2 � + $ � � ��)��

L2(Γ)
*
L2(Γ

2)
� ����324�(������+�����b������������� $ ���+������� " ����� " ��1���+ "	" ����+�� " ��1

�������F�������+� " � + $ � � ��) �
W (Γ)

*
W (Γ2)

� (�� $ �61������Q�632����(���� � + $ � � ��)�*
������3 ���)�1� �Q��1���59�'��(��)��30��� $ � ��1����25��Q���$��5/�¢5���� & +���4�� � �Y+���� " ������� ����42*
���+��� +��:���$� $�$ ��1j������������� $ ���+���61 ������������32� $ ��$�����$���+��� $�$ �É� ��������� � ���
� �+������3�������� � � "�� * $ ������� " ����* r ��*É� sÄ��� � ������� � ���/���$��� $ �2*É���+�W��������� !
�+���

S
��� $ ��+�3�5�� $ ���/��� $ ����������������� $ ��5 �6� ��324

Γ
������� $ ����� $ �G� $ ����30����� !

��� $ �/������������� $ ���+���61
L2(Γ)

*
W (Γ)

��� �+�>��(����+�F5�����324����+���������/����3�5����5����� !
����������������+����� �������/������������� $ ��5

P± = 1
2 (I ± S)

*�����)����+��+ � �Q���>� . ����1
������������� $ ���+���61 * �b� �+�����~�������F������� " �É�T� " �³�������/���+����� � ������������� $�!
���+���61

W (Γ2), L2(Γ
2)
�
P±∓ = P±⊗P∓ * P±• = P±⊗ I

*
P •± = I ⊗P± ���3�5��(������/��� . ����1 �������/���+������� +���3������ " ��5'��������324��/��������4Q�+������� $ ��(����

�
+
� ��� − � *������+����� " ��(�3 �F������� �)�����+���������+��+ � �Q��)«�������/���+��� � G�������� !

" ����*
L±
2 (Γ) = P±(L2(Γ))

*
W±•(Γ2) = P±•(W (Γ2)) . . .

� +�����4
a(ξ, η) ∈ W (Γ2)

��. ������������� $ ���+���
L++
2 (Γ2)

(�+���� " �����/� " ������� !
������4C������32� � �/�������������+���

Ta = P++a(ξ, η)I
��� ��� . �+� " � + $ � � ���

a(ξ, η)$ ����� ���1��� *��� ��,.10,. �,�60� 7)"�$', 7)"
Ta
� G�����(���32��� ��(��Q� " ������+�3246� ���+� " �23�5
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Ta
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����� $�� ����+ ���/��32��� ����� $ ��5������������+�������Q3����:�6324 $ ���/�Q��������r � � s`�
��u�}2��u�v,r � ���/����� " �>RK� " � $ � $ ��� � � � ��&� 	!�����

Ta
������&����� ��� ��� 	��.� 	���$

	��+�3�
L++
2

(
Γ2
) ����+&� 	 ������
��(
�������+&� 	!�!
���+&� 	 �,+��'	���� �3��
 �+� ����
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�0	�
�����#.�� �
1) a(ξ, η) 6= 0

�
(ξ, η) ∈ Γ2 �

2)
� ���

ξ a(ξ, η) =
� ���

η a(ξ, η) = 0
�

���� ���%���
��� �)�)�����+�# �0	�
������� ����� � 
0	 ����&� 	!����� 	
Ta

� 	��3� ��� �4
����
C�� " ����� " *2���+�G��������É����3 $ � $ ���T+���3�������)T���/����� " �S��� " ����3

a(ξ, η) ∈
W (Γ2)

� ����+��)�:����� � �+���+�������$� � ��� � � "�� r �OsÄ�

a(ξ, η) = a−−(ξ, η)a+−(ξ, η)a−+(ξ, η)a++(ξ, η),

�����
a±∓ ∈ GW±∓(Γ2)

� @,� . �+���/� ����������� �+��32� $ ��5T��32����+����F*K���+�
Ta =

Ta−−Ta−+a+−Ta++

*���*�1�����5o�����������+�����
Ta−−

*
Ta++

�r��(�������� " �C* ����� !
�����+���

Ta−+a+−

*'�W����32�������F���W��� $ � " ��� $ ���/� ��32+����65�* $ � �������Q��*É��� "
����1���� $ �É)�����������+���

Ta
� C�� " ����� " *2���+�'������������� $�$ �����)����)����+���Q� ��+ " ��� !

$ ���/�j������32� � �/���������������+����� $ ����� ���1���j����������� $ ��) " +�3246������32���:������� $ � !
����4�� �W. ������32����+ � �Q��1b���/��32��� ����� $ ��5�1 . �+���~������+�3246� ��� � ��������� ����(����
./� R ��� ��32����� r �Os * ./� R �0� ��32�����~� �G� @ � R2���/� $ �����$r �/� * �%�Ns * �G� @ � R2� !
�/� $ �����$r � � s *���� �+������O � E � �Q+��<3 ���/�Q� O � � ��+�����* r 
 s � ��� � (���3 ��(���(��Q� $
��������32��� $ ��1 $ �������+��32� $ ��5�1 � O ��(������Q@ � � � RK� " � $ � $ �����T���/��������32��� � !
��������32��)b�����)��5��Q� $ �M�:�F���$���+��� $�$ � " +~���/��32��� ����� $ ��� �b�����+���������$�)��� $ �
�)�������¢� ��� $ ���:�+����1 ��� $ ������+�� � ��)�*¢���)��30�����65 ��� $ ������+�� � ���'������+�3�5������$� !
�+������� � CÉ� $ �+���0� " �%������5Q� $ �/�����+�����É�K����(������C*������)��5��Q� $�$ �É� ��� $ ������+�� !
����� $ � " + �����21�����+'�����~���/��32��� ����� $ ��� � ��+ " ��� $ ���/� �����������+����� A�����32� � � �
J9�:�6��� " $ �/�����+�����É����� . ����1'����(���� ��./� R � O ��(�� $ ��������r �*� s �$� " ������3^*����+�
�$��32� � � �+���+�������$� � ��� ��� " ����3 ��������+������+��+����

a−+(ξ, η)
��32�

a+−(ξ, η)
*

�+� �����������+���
Ta

��(�������� "�� �G� @ � R2���/� $ ������(���(��Q��3 . �+���j������+�3246� ��� $ �
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a+−(ξ, η) = (1− α+(ξ)η−1)−1 * |α+(ξ)| < 1
*
ξ ∈ Γ

��. ��� !
(���� �61 R � C �Q������r �Zs * ./� I � � �632� �Q�/����r �Os * I � �Y�����61¢�����,r �Ns *+I � �Y�����61¢������*
I � ����� ����� $ ��+��:��r � * �Os �����/� " ������� $ �� ��+ " ��� $ �É� �����������+�����BA�����32� � �
�)������ � ���6324 $ � " �y��� " ����3 � " � ��.�. ����1¼����(���� �61j�����:���$� $ �2*2���+� $ ��������� !
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 s ������������� $ ����� " ����*������:� !
��� ���1� �Q��)�*����+� $ ������������������4Q� ��+ " ��� $ ��1������������+������� A�����32� � � $ �,���+� !
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Ta : L++
2 (Γ2) → L++

2 (Γ2)
*

��� " ����3 �����+�������/� � ����+��)�:����� ��� $ � ��� ����������� �+��32� $ ��)
a(ξ, η) =

ξ∓na±•(ξ, η)
*¢�����

a±•(ξ, η) ∈ W±•(Γ2)
*��
n
� $ ����+����6324 $ ���É������3�� � ��3�5

� �+����1y�����������+�������j+���� � $ �+��32������������5��)����)����+��� $ �$��� � $ ������� $ ��)N����������� !
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����������� �+��32� $ ��� �����������+�������'A�����32� � � � CÉ� $ �+���0�����¢5�� ������32��� ����� $ ��5 . 32� !
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a±±(ξ, η) ∈W±±(Γ2)
� 	

a0(ξ, η) ∈W (Γ2)
���0��+&� 	

�9	�
)�
a(ξ, η) = a−−(ξ, η)a0(ξ, η)a++(ξ, η)

� ��� ��� �+��� � �9	���� � 	��3� ��	��+�3�
Ta = Ta−−Ta0Ta++

�
C
��3�5 30��(���1 �����

(m,n) ∈ Z2
+

*
(k, j) ∈ Z2

+

*
(p, q) ∈ Z2 � " �����" �$���+�¼���+��� $ ���+���

Tξp+k−mηq+j−n = Tξ−mηnTξpηqTξkηj
*�32���/���¼�����������¢5�� !

" ��� $ �����������������+��� $�$ � � J "�$ �F� �65«���+��� $ ���+���j� �+�����/� ������� $ �¼�����21����25 !
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a−•(ξ, η) ∈ W−•(Γ2)

�
a•+(ξ, η) ∈ W •+(Γ2)

� �0��+&� 	
�9	�
)�

a(ξ, η) = a−•(ξ, η)a•+(ξ, η)
� ���

Ta = Ta−•Ta•+
�
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� � "	" � � � ���:����� ����������5�� $ �63�������� $ �Q32� "	" � ���

B

R ����)����+���5�����������+�����>A�����32� � ��*�+��:���$� $�$ �É�2�,32� "	" �61 � * � * $ ����� ���1���
()"4*�$'��(3/�,�;  ��1���$'��6�10��� "�$'����/�,�*�$ ��� � C9�:����� ����������5�*����+�C�23�5 $ �/�����+� !
����1��3 ���/�)��� ��� " ����3���� �������+�����232�����S� $ �63�������� $ �É��* $ � ����32�����1� �Q���$��5
���b������������� $�$ ��1«+��+�����¢����� $ ��5 � A���� $ ���~�/�������¢5�* " +�3246������32���:������� $ � "
����������� �+��32� $ ��5 " ��� " ����3���� ���+�������1��� " +�3246������32���:������� $ �É�p����������� �+� !
32� $ ��5X�����������+�������oA�����32� � ��* $ �ð������32��� ����������324 $ ������42* �o�����+������)T��� !
������� ���1������5 �����������+�����KA�����32� � ��*��)�����+���������+��+ � �Q��� �)� "�$ �F�G������3�5 " �
����������� �+��32� $ ���o��� " ����3 ��*�����32�����1������5o���~����1 *W���+�¼+��:���$� $ �U�~32� "	" �61
� * ��� A��+�����9�)����)����+���0� ��+ " ��� $ ��1 �����������+��������A�����32� � � " � (�+���� "b$ ����� !
������4 /0�+*�$%"�/���"�7$'/�,�; ()"4*�$'��(3/�,�;  ��1���$'��6�10��� "�$'����/�,�*�$ ��� �
��u�}2��u�v,r ��� � 	�
)� � ����
��)�#.

a+•(ξ, η) ∈ W+•(Γ2)
� ��� �0	 
�	 ���

� ����� 	���	���
� �)��
a+•(ξ, η) = a−−(ξ, η)a+−(ξ, η)a−+(ξ, η)a++(ξ, η)

� +&� �
a±±(ξ, η) ∈ W±±(Γ2)

� ���
Ta+• = Ta+−Ta−−Ta−+Ta++

�
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C
� ����������3��F�G� " � $ �F���63 ��*É���+�

a+−(ξ, η) ∈ GW+−(Γ2)
���+�����4

b+−(ξ, η) = (a+−(ξ, η))−1 ∈ W+−(Γ2)
� A���������*������/����� $ �2*K� " ����� " � !

���+�³���+��� $ ���+���
b+−(ξ, η)a+•(ξ, η) = a−−(ξ, η)a−+(ξ, η)a++(ξ, η)

� C�� !
���Y����*/����324���+�5���4³32� "	" � " � � * � */����32+������ "

Tb+−Ta+• = Tb+−a+• =
Ta−−a−+a++ = Ta−−Ta−+Ta++

� � ��� . �+� " �����������+���
Tb+−

��(�������� "
�

(Tb+−)−1 = Ta+−

*p��� . �+� " +�*¼+ "�$ �F� �65 ���+��� $ ���+���
Tb+−Ta+• =

Ta−−Ta−+Ta++

��32�/��� $ �
Ta+−

*~����32+���� " � ���:����� ����� " ��� ���+��� $ ���+���
� �����/� " ������������� " � " ��32+������ � . ��(��Q� " ��32+������ ������(������ " � �$� � ��� !
������+�� " � ����� ���+��� $ ��(���324�� ���-������3��

λ ∈ C
� �+��*'���+��(�� � + $ � � ��5

a+−(ξ, η) + λ ∈ GW+−(Γ2)
��� � � ���:���$� $�$ ��) ��������� ���/����� " � � " ��� "

Ta+•

λ
= T(a+−+λ)Ta−−Ta−+Ta++

*F�����
a+•
λ = a−−(a+−+λ)a−+a++ � Ry��� !

$ ��)F���+����� $ �C*8�����/����� $ �2*
a+•
λ = a+• + λa−−a−+a++ * ��� . �+� " + �������Y���

����32+������ "
Ta+•

λ
= Ta+•+λTa−−a−+a++ = Ta+•+λTa−−Ta−+Ta++

� R~����+ !
�/��)����+����� $ �C*

Ta+•

λ
= T(a+−+λ)Ta−−Ta−+Ta++ = Ta+−Ta−−Ta−+Ta++ +

λTa−−Ta−+Ta++

� @,�/������32��� $ ��1�� ��+¢1G���+��� $ ���+� ���É���/�:������+��+�����¢����� $ ���
���/����� " � �

B

��u�}2��u�v,r 4 � � 	�
)� � ����
��)�#.
a−•(ξ, η) ∈ W−•(Γ2)

� ��� �0	 
�	 ���
� ����� 	���	���
� �)��

a−•(ξ, η) = a−−(ξ, η)a+−(ξ, η)a−+(ξ, η)a++(ξ, η)
� +&� �

a±±(ξ, η) ∈ W±±(Γ2)
� ���

Ta−• = Ta−−Ta+−Ta++Ta−+

�
C
� ���:���$������324����+���j���/����� " � � � $ �63�������� $ �T� ���:���$������324����+��+p���/����� !

" � ���
B

� o	u\hmy�tqg�w�u ��� � 	�
)� � ����
��)�#.
a(ξ, η) = ξ−na+•(ξ, η)

�+� � $
��
���+�3����.��� �0	�
�����#.�� ���+����� � � � � ��� � ��� ���� ��
�� �

a(ξ, η) =
a−−(ξ, η)a+−(ξ, η)a−+(ξ, η)a++(ξ, η) �

�+� 
�	�����)� )��9	 
�	�. � 	�
��������$
��	 �)�#. � 	�
�+�� �����

W (Γ2)
� ��� ��� �+��� � �9	���� � 	��3� ��	��+�3�

Ta =
Tξ−nTa+−Ta−−Ta−+Ta++Tξn

�
� o	u\hmy�tqg�w�u 4 � � 	�
)� � ����
��)�#.

a(ξ, η) = ξna−•(ξ, η)
�+� � $

��
���+�3����.��� �0	�
�����#.�� ���+����� � � � � ��� � ��� ���� ��
�� �
a(ξ, η) =

a−−(ξ, η)a+−(ξ, η)a−+(ξ, η)a++(ξ, η) �
�+� 
�	�����)� )��9	 
�	�. � 	�
��������$

��	 �)�#. � 	�
�+�� �����
W (Γ2)

� ��� ��� �+��� � �9	���� � 	��3� ��	��+�3�
Ta =

Tξ−nTa−−Ta+−Ta++Ta−+Tξn
�

� ����u¢��r�t�}2� ��u � o�w���rpy~y�w�v g�}ao	}�v
a (ξ, η) = ξ−1a−1 (η) + a0 (η) + ξa1 (η)

� +�����4
b(ξ, η) = b0(η)+b1(η)ξ+b2(η)ξ

2 *������ b0(η), b1(η), b2(η) ∈ W (Γ)� � + $ � � ���
b0(η)

*
b2(η)

$ �m5���3�5�������5��+�F�����$���+��� $�$ � " � $ +�3�5 " � � G����	(�+ !
��+�� � $ �������$�)��������4 ����� $ �T+����+� $ � $ ��5

b(ξ, η) = 0
� ������������3��F��� $ ����*����+�
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η ∈ Γ
� ���:����������� $ � � Y>� $ �2*¢���+� � " �%������5'� ��������������1 ����� !

$ 5
ξ = ξ1(η)

*
ξ = ξ2(η)

* ������������3�5�� " �É� ���y��� � $ ������� $ � "s� ��� " +�3 � "��
CÉ� $ �+��� . ���W����� $ � $ � ��(F5��$� $ � ��(�3 �F������42*�������(��Q� �/�������¢5�* $ ���:�+��� " �
�)����)����+��� " � $ ����������� � $ ����������32� �<3 �F� �������������,������� " � $�$ ��)

η ∈ Γ
� C9�:� !

��� ����������5�*	���+�«����� $ �/�����+������1«� ������3 $ ������324 $ ��1 +���3�������5�1r�o����������1
ξ = ξ1(η)

*
ξ = ξ2(η)

" �F� $ �G+��+�����¢��������42*2���+� � $ ����(�3 �F���1��� � $ �/�����+� !
��� " � " �'��32�Q� �+��� " ���)����)����+��� " � � G�������� " ����*�� " ����� " �$���+� ��32����+ � �Q���
+��+�����¢����� $ ��� �

�¼u�v,v,r ��� ���0	����
b(ξ, η) 6= 0, (ξ, η) ∈ Γ2 � � ���

ξ b(ξ, η) = 1
� ����+&� 	


 ��)��� � � �4
�,�
ξ = ξ1(η)

�
ξ = ξ2(η)

��	�
�������� )#��� |ξ1(η)| < 1 (∀ η ∈ Γ)
�

|ξ2(η)| > 1 (∀ η ∈ Γ)
�
ξ1(η) ∈W (Γ)

�
ξ−1
2 (η) ∈W (Γ)

�
C
. �/� " � " ����32��*������)����324���+p¸ º2·

ξ b(ξ, η) = 1
*W�+�p��� � ��� " +�32�G�23�5

� $ ���/�:�/� " ����� " ��� �,$ ��) � + $ � � ���T� " ��� " *����+�G����� 30��(�� "ð� ���:����������� $�!
$ � "

η ∈ Γ
����� $ �~+����+� $ � $ ��5

b(ξ, η) = 0
+�� ����32���+�����¢5���� $ �����+��� $ ���+��� "

|ξ1(η)| < 1 (∀ η ∈ Γ)
* |ξ2(η)| > 1 (∀ η ∈ Γ)

� A����������y����32+N���/���$��� $ ��)
� ��� " +�32�³�23�5j������������� � ��� $ ��+�� $ ��1 � $ ���������63���� ����32+������ "

ξ1(η) =
1

2πi

∫

Γ

ξb′ξ(ξ, η)(b(ξ, η))
−1dξ =

=
1

2πi

∫

Γ

(
2b2(η)ξ

2 + b1(η)ξ
)
(b(ξ, η))−1dξ.

� ���)����324���+
b(ξ, η) 6= 0

*
(ξ, η) ∈ Γ2 *,�+�S�S����32+���/����� " � . � $ � !

���
(b(ξ, η))−1 ∈ W (Γ2)

� � +�����4
(b(ξ, η))−1 =

∑
(k,j)∈Z2 ckjξ

kηj
� A��������

ξ1(η) = 2b2(η)c−3(η) + b1(η)c−2(η) ∈W (Γ)
*������

ck(η) =
∑
j∈Z ckjη

k �
� ���)����324���+

b(ξ, η) = (ξ − ξ1(η))(b2(η)ξ +(b1(η) + b2(η)ξ1(η)))
*��+�����

+���3�������),32� "	" � ��32����+����F*F���+� |b2(η)| < |b1(η)+b2(η)ξ1(η)|
��. ������� $ ��������*

b1(η)+b2(η)ξ1(η) 6= 0
*
η ∈ Γ

*6� ��� . �+� " +
(b1(η) + b2(η)ξ1(η))

−1 ∈ W (Γ)
�

A���������23�5 � + $ � � ���
b(ξ, η)

� " ����� " �$���+� ����������� �+��32� $ ���
b(ξ, η) =

d(η)(ξ − ξ1(η))(1 − ξ−1
2 (η)ξ)

* �����
d(η) = (b1(η) + b2(η)ξ1(η)), ξ

−1
2 (η) =

−b2(η)(b1(η) + b2(η)ξ1(η))
−1 ��� � ������������� $ ���

ξ−1
2 (η) = −b2(η)(b1(η) +

b2(η)ξ1(η))
−1 ∈ W (Γ)

�
B

�
	������	����� � . ����������� �+��32� $ ���
b(ξ, η)= d(η)(ξ−ξ1(η))(1−ξ−1

2 (η)ξ)�����F������� $ ���/� ������1���32� $ ��* +�� ����32���+�����¢5�� �Q���/� +���3�������5 " 32� "	" � � *
d(η) 6= 0

*
η ∈ Γ

*��j¸ º2·
η d(η) =

¸ º2·
η b(ξ, η)

�
O ���/� " ������� " "�$ ���/����32� $

p(ξ, η) = ξa(ξ, η) = a−1(η) + a0(η)ξ +
a1(η)ξ

2 � C����/����� $ �2*
p(ξ, η) 6= 0

*
(ξ, η) ∈ Γ2 � ¸ º2·

ξ∈Γ p(ξ, η) = 1
*
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 ��� � �
¸ º2·

η∈Γ p(ξ, η) = 0
� R ���<3 ��� $ �ð32� "	" � � � �$� " ����� $ ��� � $ ��) $ ��)���+�� !

��5 � + $ � � ���
ξ = ξ1(η)

*
ξ = ξ2(η)

� �+������*m���+� |ξ1(η)| < 1 (∀ η ∈ Γ)
*

|ξ2(η)| > 1 (∀ η ∈ Γ)
*
ξ1(η) ∈ W (Γ)

*
ξ−1
2 (η) ∈ W (Γ)

* �p����� . �+� " � " � !
��� " �$���+�j���+��� $ ���+���

p(ξ, η) = d0(η)(ξ − ξ1(η))(1 − ξ−1
2 (η)ξ)

� C�� " ����� " *
���+�

d(η) ∈ W (Γ)
*
d(η) 6= 0

*
η ∈ Γ

�-¸ º2·
η d(η) =

¸ º2·
η p(ξ, η) = 0

�
� ������� �j���/���$��� $ � � � "�� * $ ������� " ����*>r � sÄ� *^���+�~�����F���É����3 $ � $ ���N������32��� !
$ ��1b+���3�������) � + $ � � ��5

d(η)
� ����+��)�:������:� $ � $ �����$�)��+ � � �+���+�������$� � ���

�X�632����(����
W (Γ)

�
d(η) = d−(η)d+(η)

*������
d±(η) ∈ GW±(Γ)

� � ��� !
$ � " �65r����� $ � " � $ ���T������������� $�$ �É� � �+�����C*������������ �+��� " �����/� " ����������� !
� " �É)T��� " ����3W� ��32����+ � �Q� " ���������

a(ξ, η) = d−(η)(1 − ξ1(η)ξ
−1)(1 −

ξ−1
2 (η)ξ)d+(η)

� A��������W�T����32+K�)����)����+���ð����������� $ ��) " +�3246������32���:������� !
$ �������

Ta = Td−(η)T(1−ξ1(η)ξ−1)(1−ξ−1
2 (η)ξ)Td+(η)

��� ���)����324���+ �����������+� !
���

Td−(η)

*
Td+(η)

��(�������� " �C*C� ����� . �+� "
(Td−(η))

−1 = T(d−(η))−1

*
(Td+(η))

−1 = T(d+(η))−1

*��+� ����������� $ ���������������+�����
Ta

������������3�5�������5¼��� !
������� $ ��� " �����������+�����

T(1−ξ1(η)ξ−1)(1−ξ−1
2 (η)ξ)

*������+�����É) " �³� (�+���� " ����� !
� " ��������������4 $ ����� ��. �)��5������ . ��� " (�+���� " �/� " �����������+��� $ ����� ������4  , �
���&1���/�	� *��j���/����� " ����3 �  ,����&1���/�	� *��� ��,.10,. � C�� " ����� " *W���+������� !
�����+�����SA�����32� � �

T1−ξ1(η)ξ−1

*
T1−ξ−1

2 (η)ξ

��(�������� " �C*��j����� . �+� "

T1−ξ1(η)ξ−1 =
∑

j∈Z+

(
P++

(
1− ξ1(η)ξ

−1
)
P++

)j
,

T1−ξ−1
2 (η)ξ =

∑

j∈Z+

(
P++

(
1− ξ−1

2 (η)ξ
)
P++

)j
.

� +�����4
(
1− ξ1(η)ξ

−1
) (

1− ξ−1
2 (η)ξ

)
= a−−(ξ, η)a+−(ξ, η)a−+(ξ, η)a++(ξ, η)

� � �+���+�������$� � ��5 � �632����(����
W (Γ2)

" ������324 $ ���/� ��� " ����3 ��*¢�+��������*���������+
���/���$��� $ ���/�G���������/����3 ��* � �+���+��� !#"�$ �F�G������32� " �F� $ � ���É(�������4 � �+��*2���+� !
(��

1−ξ1(η)ξ−1 = a−−(ξ, η)a−+(ξ, η)
*
1−ξ−1

2 (η)ξ = a+−(ξ, η)a++(ξ, η)
�

O ���/� " ������� " +����+� $ � $ ���

T(1−ξ1(η)ξ−1)(1−ξ−1
2 (η)ξ)φ

++(ξ, η) = f++(ξ, η).

. ������+���32�������+����5�j���/����� " � � � " ��� "

Tξ−1Ta+−Ta−−Ta−+TξTa++φ++(ξ, η) = f++(ξ, η).
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C������Y��������32+������ "

Ta+−T1−ξ1(η)ξ−1TξTa++φ++(ξ, η) = c+(η) + ξf++(ξ, η),

�����
c+(η) ∈ kerTξ−1

�
� ���/��(�������+�5 ������32��� $ ��� +����+� $ � $ ��� �ð����324���+�5���4¼+���3�������5 " �«��������� !

�Q� " �������p+����+� $ � $ ��) �������
Tξϕ

++(ξ, η) = f++(ξ, η)
* ����32+���� " ��32����+ � !

�Q���,+����+� $ � $ ���>��� $ ����������324 $ � � + $ � � ���
c+(η)

�
∑

k∈Z+

(P++ξ1(η)P
+)kP++b−k (η)P

+c+(η) = f+
1 (η),

�����
b+−(ξ, η) =

∑

j∈Z+

b−j (η)ξ
j ,

f+
1 (η) = −

∑

k∈Z+

(
P+ξ1(η)

kP+
)
Tb+−ξf++(ξ, η)

∣∣
ξ=0

.

�¼u�v,v,r �^� � ��&� 	!�����
D =

∑
k∈Z+

(P++ξ1(η)P
+)kP++b−k (η)P

+ :

L+
2 (Γ)→L+

2 (Γ)
� ��� �0	 
�	 ����� ����� 	���	���
� �)��

D=P+b+−(ξ1(η), η)P++K
�

� �� ����� � ����&� 	!�����
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� �+����1��:�+� " ���+���G��������� � ��)�*�RK� " ���)� $ ��* E:�F+��/�/��r � � � s ����� � *6��������324���+ ��� !
��5 �+��324����,� $ �F��� $ ��5 � + $ � � ��� $ �>���������/���É� $ ����������������� $ ��5 � $ �É+�������� !
���1������5T� $ �F��� $ ��5T���C���������/����� $ ��1 �)� ��� . �+� " ��(��É� $ � ����+ �Q�$���+��3�5�������5
�$� " � $ �'��� $�$ ��) � + $ � � ���p����+��/��)�*�(���32��� ���������+��)N�b���632��� ���É������3�5���� !
��5'� $ ���������63���� . �+��)������������:��� " ����+ � �Q��) � + $ � � ��� �$' ��������(�32����� $�$ ���
� $ �F��� $ ���0� $ ���������63 �����C�$�F��� $�$ ��) � + $ � � ���'����� $ � " ��������5'� $ �F��� $ ���0� $�!
���������63 � ��� ������(�32��� �1� �Q��) � + $ � � ��� �
��3�5³������������� $ ��5W�����F��������+�� $ ��1 � ��� " +�3 � $ �������$� $ � " � �����������/� !

����� $ � " ����������� �+��3�5�������5 $ ���¢5���+ �Y� $ �F��� $ ��5 " � � + $ � � ��� ��������324��/��������4
�j� $ �F��� $ ��5T���,���������/����� $ ��1 *��$�F��� $�$ ��1 $ � ���������/���,� $ ����������������� $ ��5 �

�����~}�y�t¢rqi�}Ug�z�rbw³��u�� ujiWw�u
n¢rjhmr�xWw
� +�����4 � + $ � � ��5

f(x)
������������32� $ � $ �����������/���

[x0, x1]
�'� " ����� $ ��(����

���������/����� $ ��1~� ����� ���+��� $ �����'�)�������/�T�����¢5�� �:� $ � . �+� " ���������/��� ��� +�����4
� �+�����F�T��(�����1Q��� $�� �/����1 �+�����:�61Q���������/�:�

[x0, x1]
�$�F��� $ � � $ �F��� $ ��5
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� + $ � � ���
f(x)

�T���C���������/����� $ ��1 � � �����¢5�� �:�
m

����30����������324 $ �2�

f (j)(xi) = f
(j)
i , j = 0, 1, . . . ,m, i = 0, 1.

�)�F�
@,��+���3�������5���+ �Q�$���+������� $ ��5~���������/����� $ ��1���32����+����F*����+� �23�5 � + $ � !

� ���
f(x)

��+ �Q�$���+��+���� ������������32� $�$ �É)j� $ ���������63

I =

x1∫

x0

f(x) dx.
� ���

G,�/��(F1������ " � ����������������4 � ��� " +�32+³�23�5������(�32��� �1� �Q���/� � $ ��������� !
3 �

Im
*+�����+�����É)���������324���+�����+���3�������5 �)�F� � �����������:��� " ����+����,� $ ���������63

I�5������������32� $�$ ��)T�+��� $ ������4�� �
��3�5~������������� $ ��5~������(�32��� �1� �Q���/�G� $ ���������63 �

Im
�������23 ���)��������5~��� !

����324��/��������4F�����������:��� " � � ��� ������� $ ���������6324 $ ��) � + $ � � ���³� $ ����������3�5 !
� ��� $�$ � "b"�$ ���/����32� $ � " � � " ��� �

Hm(x)
*�+�������� ���1� �Q���/�,� $ �F��� $ ��5 ����� !

���/����� $ ��1 *�� ��������� $ ���,���/�Q� ��+¢1��+������� $ ���/������������� �+��32� $ ��5�r � s`�
R ���<3 ��� $ �«������+�3246� ��� � " ����(������ r ��*�� � �/�b�=�Zs ������(�32��� �1� �Q��) "�$ � !

�/����32� $
Hm(x)

*2+�� ����32���+�����¢5�� �Q��)j+���3�������5 "-�)�F� * " �F� $ �G����������� �+������42*
� ������� $ ��������*�� �������

Hm(x) = (1− ξ)m+1
m∑

j=0

f
(j)
0

j!
(x− x0)

j

m−j∑

k=0

akmξ
k +

+ ξm+1
m∑

j=0

f
(j)
1

j!
(x− x1)

j

m−j∑

k=0

akm(1− ξ)k.

� � �

. � ��� " +�32� � � � �23�5 "�$ ���/����32� $ �
Hm(x)

(�+�������)
ξ
��(���� $ �F��� $ ����� $ � !

��������324 $ �65N������� " � $�$ �65�*��)��5��$� $�$ �65F�G����1���� $ ��)b������� " � $�$ ��)
x

�)����� $ � !
�Q� $ ��� "

ξ =
x− x0
x1 − x0

.
� � �

L>� .��C� � � ��� $ �
akm

������������3�5�������5��)����� $ ���Q� $ ��� "

akm =
(m+ k)!

k!m!

� 
 �

� ���É���6� ��������5 ���������,(�� $ � " � $ �6324 $ �É)��� .��C� � � ��� $ �
ckm
�

akm = ckm+k.
�e�¢�
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C�(���� $ �F��� " ���������

L
�232� $ +����������/�:�

[x0, x1]
*�������������32� $�$ + �M�)����� $ � !

�Q� $ ��� "
L = x1 − x0.

� ���
A�������� � ��� " +�32+ � � � �23�5 � ��+¢1��+������� $ ���/� "�$ ���/����32� $ �

Hm(x)
" �F� $ �Q��� !

���������/����4 �,��������324��/����� $ ��� " �+��324���� ��� $ ����������324 $ ��)T������� " � $�$ ��)
ξ
�

Hm(ξ) = (1− ξ)m+1
m∑

j=0

f
(j)
0 Lj

j!
ξj

m−j∑

k=0

akmξ
k +

+ ξm+1
m∑

j=0

f
(j)
1 Lj

j!
(ξ − 1)j

m−j∑

k=0

akm(1− ξ)k .

��3�5 � ��+¢1��+������� $ ���/� "�$ ���/����32� $ �
Hm(x)

" �F� $ � ����������������4 ����������� !
32� $�$ �É)G� $ ���������63

Im
�������������/��+

[x0, x1]
��32��*¢��������1����25 �+��324������ ��� $ � !

��������324 $ ��)T������� " � $�$ ��)
ξ
*���� ���������/��+

[0, 1]
� �������

Im =

1∫

0

Hm(ξ)Ldξ.
�e�¢�

� ������� �+��3�5�5 ���É���6��� $ ���C�23�5
Hm

*�����32+���� " �)����� $ ���Q� $ ���,�23�5������������ !
32� $�$ ���/� � $ ���������63 �

Im
�

Im =
m∑

j=0

{
f
(j)
0 Lj+1

j!
djm + (−1)j

f
(j)
1 Lj+1

j!
ejm

}
,

� �¢�

�����>��� .��C� � � ��� $ ���
djm
�
ejm

������������3�5�������5 � ��� " +�3 � " �

djm =

1∫

0

ξj(1− ξ)m+1

m−j∑

k=0

akmξ
k dξ,

�)�/�¢�

ejm =

1∫

0

(1− ξ)jξm+1

m−j∑

k=0

akm(1− ξ)k dξ.
�)�%�F�

� +���� " �$� " � $ � ������� " � $�$ ��)�� � ��� " +�32� �)�%�F� �23�5
ejm
32���/���G�����:����� !

����������5�*����+�
djm = ejm.

�)�*���



�%��� ���������
	������

& ��� " +�32+ �)�/�¢� �23�5 ��� .��C� � � ��� $ � �
djm
*2����324���+�5���4 �)����)����+��� " � $ ��� !

�����63 ��� ��������� $ ��)�* " �F� $ � �$�������/����4 � �������

djm =

m−j∑

k=0

akm

1∫

0

ξj+k(1− ξ)m+1 dξ.
�)� � �

%'tqg�u¢�� �hmujiWw�u�� � � �+����� �9	���� � 	��3� ��	��+�3�
1∫

0

ξα0(1− ξ)
α1dξ =

α0!α1!

(1 + α0 + α1)!
.

�)� � �

C
� ���:���$������324����+��� ������������������5 " ���+��� � " " ����� " ���������$�)����) � $ ��+�� !

� ���j��� �:�6��� � " +'������� " ������+�* $ ������� " ����*����
α1
�

1. �
"924" ��/�� ��������� �6. �É������32� " 32�/��+ �ð�������+��+ �«��������� � ��� " +�32� �)� � �

�����
α1
�

1∫

0

ξα0(1− ξ)0dξ =
ξα0+1

1 + α0

∣∣∣∣
1

0

=
1

1 + α0
,

α0!0!

(1 + α0 + 0)!
=

α0!

(1 + α0)!
=

1

1 + α0
.

RK���+� $ �����65T�����+���É�C��������� � ��� " +�3^*2+�(���������� " ��5�*����+�'+��+�����¢����� $ ���
����� $ � �����

α1 = 0
�

����� "4- ��/�� ��������� ��. �É������3�5�� " � $ ���������63T�����
α1 +1

*¢��������324���+�5 � $�!
����������������� $ ���,��� ��������5 " �

ξα0+1

α0 + 1
(1− ξ)

α1+1

∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

ξα0+1

α0 + 1
(α1 + 1)(−1)(1− ξ)

α1dξ =

=
α1 + 1

α0 + 1

1∫

0

ξα0+1(1− ξ)α1dξ.

� ���+���65���������4 � ���������������+��� $ ���+�>�K��������324��/����� $ ��� " � $ ��+�� � ��� $�$ ���/�
������������3��F��� $ ��5T����� $ � " ����� �����

α1 + 1

α0 + 1

1∫

0

ξα0+1(1− ξ)
α1dξ =

=
α1 + 1

α0 + 1

(α0 + 1)!α1!

(1 + (α0 + 1) + α1)!
=

α0!(α1 + 1)!

(1 + α0 + (α1 + 1))!
.
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@,�>��(�����1 � ���������/�T���+��� $ ���+� ��32����+����F*����+�

1∫

0

ξα0(1− ξ)α1+1dξ =
α0!(α1 + 1)!

(1 + α0 + (α1 + 1))!
,

� � � � � ���:����� ����� " �65 � ��� " +�3 � �)� � � ����� $ ��� �����
α1 +1

� R ���<3 ��� $ ������� $�!
� ����+ " ����� " ���������$�)����)Q� $ ��+�� � ��� . � � � ��� " +�3 �9����� $ �Y�23�5 ������1

α1
� I $ � !

3�������� $ �Q� ���:����� ����������5�*¢���+� . � � � ��� " +�3 � ����� $ ������� ������1
α0
�
B

� +���� " $ �$��3��F� $ ��1T�����/��(������/����� $ ��) � ��� " +�3 � �)�/�¢� �23�5���� .��C� � � � !
� $ � �

djm
�$��������� ����������5�� �������

djm =

m−j∑

k=0

ckm+k

(2 +m+ j + k)cj+km+1+j+k

.
�)� 
 �

� ���������25r��+ "	" ��������� $ �����p�����+����) ��������� � ��� " +�32� �)� 
 � *�����32+���� "
��� " ���+��� $ ���>���É���6��� $ ���0�23�5 ��� .��C� � � ��� $ � �

djm
�

djm =
cj+1
m+1

(j + 1)cj+1
2m+2

.
�)���¢�

. ������� " ��� .��C� � � ��� $ �
Dj
m

*��)��5��$� $�$ �É)��5��� .��C� � � ��� $ �+� "
djm

�)����� !
$ ���Q� $ ��� "

Dj
m =

djm
j!
,

�)�����
� �23�5T���/� � $ �F��� $ ��5T����32+���� " � ��� " +�32+

Dj
m =

cj+1
m+1

(j + 1)!cj+1
2m+2

.
�)���¢�

C9��� $ ��������324 $ �65 � ��� " +�3 � �23�5 ����������� �+��32� $ ��5N� $ ���������63 �
Im

� �)� !
���+���������+����� � � �¢� �$��������� ����������5�� �������

Im =

m∑

j=0

Dj
mL

j+1
[
f
(j)
0 + (−1)jf

(j)
1

]
.

�)�Z�¢�

C5��� ���+��� $ �É)ð��32� $ ������(�32����� $ ��5
rIm

� $ ���������63 �
Im

" �F� $ �p�$����� !
�/����4 � �������

rIm =

x1∫

x0

rm(x) dx,
� ���¢�
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���������� ���+��� $ �É)ð��32� $
rm
� ��+¢1��+������� $ ���/�p� $ ����������3�5 � ��� $�$ ���/� "�$ ���/� !

��32� $ � � � " ��� � �)���<3 ��� $ �
r �2*�� � ��� � s �$��������� ����������5 � �+���

rm(x) =
f (2m+2)(η)

(2m+ 2)!
(x−x0)m+1(x−x1)m+1, η ∈ (x0, x1).

� ���F�
R³+������+� "�. �+���/� �)����� $ ���Q� $ ��5����� ���+��� $ �É)T��32� $ ������(�32����� $ ��5

rIm����� " ��� � ��� " +

rIm =

x1∫

x0

f (2m+2)(η)

(2m+ 2)!
(x−x0)m+1

(x−x1)m+1
dx.

� �%���

� ����32�,��������1������ � ��� $ ����������324 $ ��)T������� " � $�$ ��)
ξ
� $ ��(���324��Q��1'����� !

��(������/����� $ ��)D����� ���+��� $ �É) ��32� $ ������(�32����� $ ��5 " �F����� (��É��4 �$�������/� $
� �������

rIm =
(−1)m+1L2m+3

(2m+ 2)!

1∫

0

f (2m+2)(η)ξm+1(1− ξ)m+1 dx.
� � � �

@�������324���+�5N���/����� " +F�y������� $ � " r 
�* � � � �!� s �«+�������� ���65�*^���+�����É��� !
��� $ ���

ξm+1(1− ξ)m+1 $ � " � $ 5����G� $ �+� $ � ���������/����r � * �Ns * . ��+ � ��� " +�32+
�������������Q� " � �������

rIm =
(−1)m+1L2m+3

(2m+ 2)!
f (2m+2)(η1)

1∫

0

ξm+1(1−ξ)m+1
dx, η1 ∈ (x0, x1).

Rp+������+� " ����32+���� $�$ ��)C��� $ ��� � ��� " +�32� �)� � � �23�5�� $ ���������63 � �0�����+����)
��������� . �+��) � ��� " +�32� ����32+���� "

rIm =
(−1)m+1L2m+3

(2m+ 2)!

(m+ 1)!(m+ 1)!

(2m+ 3)!
f (2m+2)(η1).

� � � �
R ���<3 ��� $ �C����32+���� $�$ � " ������+�3246� ��� � "N" �F� $ � �)�:���$����42*����+�Q� " ����� " � !

���+� ��32����+ � � �65
��u�}2��u�v,r � ���0	���� � ����
��)�#.

f(x)
�+� ����
���+�3����.��� �0	�
�����#.�� �)�F� �
�0� $

+&� 	 ��
#. ��� ����� �.
� �����+�� �������,+.� 	�
�	�������� � ����
��)�)� ��� �+��� � �9	���� � ��������$

�	

x1∫

x0

f(x) dx =

m∑

j=0

Dj
mL

j+1
[
f
(j)
0 + (−1)jf

(j)
1

]
+ rIm,

� � 
 �
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Dj
m =

1

j!

m−j∑

k=0

ckm+k

(2 +m+ j + k)cj+km+1+j+k

=
cj+1
m+1

(j + 1)!cj+1
2m+2

,
� ���¢�

rIm =
(−1)m+1bmL

2m+3

(2m+ 2)!
f (2m+2)(η),

� �!���

bm =
(m+ 1)!(m+ 1)!

(2m+ 3)!
,

� ���¢�
+&� �

L = x1 − 0
�
η ∈ (x0, x1)

�
� o	u\hmy�tqg�w�u�� ���0	������ ���������3������	�. � ����
��)�)�&�����.���
�	

2m+ 2
�(
)
�� $

)4�����.
��(�� ��	 �'�.��� � 
��
[x0, x1]

��+.� 	��)� )�� ��	 �� 
��'��������� 
�����	���	��������
M2m+2 > 0

��� ����0	�)4����	 � � � )#���
∣∣f (2m+2)(x)

∣∣ 6M2m+2, x ∈ (x0, x1).
� �\�¢�

�0��+&� 	'��
#. ���+.���,1��� 	��+� � �� ��
)�#� � �)�#. �������,+.� 	�
�	
δIm = |rIm| ��� �+���� �9	�������&� 	��3� ��	��+�3�

δIm 6 ∆Im,
+&� ��)��&��� �

∆Im
�(��� � ��	')�� ��	'���� ��
�	 ���+.���,1��� 	��+�&� �� ��
)�#� � �)�#.��

∆Im =
bmM2m+2L

2m+3

(2m+ 2)!
.

� � �¢�
. � ��(�32� � � � ������������� $ � � ��� " +�32� ����������� �+��32� $ ��5~� $ ���������63 �

Im
�

� � � $ ���T���/� ���������%� $ �������
∆Im

�23�5 $ �F���6324 $ ��1'� $ �F��� $ ��)
m
�
� c��OS ���Xc �

m
xKD�H6M�O�g6�j9FgF@/EFLF=�;>]>H6:�g�:

Im ∆ImZ
I0 = L

2
(f0 + f1)

M2L
3

12[
I1 = L

2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′

1)
M4L

5

720U
I2 = L

2
(f0 + f1) +

L2

10
(f ′

0 − f ′

1) +
L3

120
(f ′′

0 + f ′′

1 ) M6L
7

100800�
I3 = L

2
(f0+f1)+

3L2

28
(f ′

0−f ′

1)+
L3

84
(f ′′

0 +f ′′

1 )+ L4

1680
(f ′′′

0 −f ′′′

1 ) M8L
9

25401600V
I4 = L

2
(f0 + f1) +

L2

9
(f ′

0 − f ′

1) +
L3

72
(f ′′

0 + f ′′

1 ) + L4

1008
(f ′′′

0 −

f ′′′

1 ) + L5

30240
(f

(4)
0 + f

(4)
1 )

M10L
11

10059033600
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Im
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m = 0
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��������324���+�� " ��1 ���������/����� $ ��1

m0
�
m1

$ ����� $�� �61o���������/�:�
[x0, x1]

$ �
���+� $ � ����+��~����+���+�*Y�Q�����+�����É)³������(�+����o��������324 $ ���/�«�����/� " ������� $ ��5 �
���/�/��32��� ����� $ ��5�*�������������� " (�������� �������Q32���Q4 ��� $ ��� $ + �M�����F��������+�� $ + �
� ��� " +�32+��
x1∫

x0

f(x) dx =

m0∑

j=0

Dj
m0,m1

Lj+1f
(j)
0 +

m1∑

j=0

(−1)jDj
m1,m0

Lj+1f
(j)
1 +rI,

� � �F�
�����

Dj
m0,m1

=
1

j!

m0−j∑

k=0

ckm1+k

(2+m1+j+k)c
j+k
m1+1+j+k

=
cj+1
m0+1

(j + 1)!cj+1
m0+m1+2

� � ���
�
rI
� ����� ���+��� $ �É)T��32� $��

4 ���jw�yOo	ujimiml { �W�Ww�v,u¢� wmiWt�u ���WwW��}Ug�rqiWw��ðw y���rqgki�ujiWw�u
y~|~}2��v/�Xo	}2{ ��{ o	u¢��r�� qsr�z o	}2��uji�r

��3�5Q���É������32� $ ��5S������������32� $�$ ��1 � $ ���������63����W��+ �Q�$���+��+ ���ð� ����+ !
����� � ��� " +�32� � $ ����������������� $ ��5�*/��������324���+ � �Q��� � $ �F��� $ ��5s���������/����� !
$ ��1Q������� $ ���������6324 $ ��) � + $ � � ��� �4� ��� " ����� " � �+����) � ��� " +�32�«5���3�5�������5
� ��� " +�3 ��� $ ����������������� $ ��5 � )�32����� � � �+��3������ $ � �

@ $ ���������63
I
��� � + $ � � ���

f(x)
�23�5 . �+���/�������21������������������ �+��� " �9�������

I = Em + rEm,
�o�����+����� " ������(�32����� $�$ ���¼� $ �F��� $ ���¼� $ ���������63 �

Em���É���6� ��������5 � ��� " +�3���) � )�32����� � � �+��3������ $ ��r �2*�� ���\�%�Os *�������������� $�$ ��)
�23�5Q��32+����65 �$�F��� $ ��5³� $ �F��� $ ��) � + $ � � ��� �+��324���� $ �o��� $�� �61W���������/�:�
[x0, x1]

�

Em =
L

2
[f0 + f1] +

m∑

j=1

B2jL
2j

(2j)!

[
f
(2j−1)
0 − f

(2j−1)
1

]
,

� ��� �

�����
B2j

� ������3 �~�Y��� $ +�3�32��*^�����/� " ������� $�$ �É��* $ ������� " ����*�� r �2*�� � �\�!� s *
rEm

� ����� ���+��� $ �É)T��32� $ *������+�����É) �)���<3 ��� $ �
r �2*�� ���\�!� s � " ����� �����

rEm = −B2m+2L
2m+3

(2m+ 2)!
f (2m+2)(λ), λ ∈ (x0, x1).

� ��� �
. ����32������� ��� � ��� " +�32� � ��+¢1��+������� $ ���/�p� $ ����������������� $ ��5�* �y�����+����+ �
��1����25��N���������/����� $ �É� �:�+�³����� $ ���/�2*K� �+�³� $ ������� $ ���/�«�����¢5�� �����2* � ��� !
" +�3 � � )�32����� � � �+��3������ $ � �)�������¢�G���j���������/����� $ �É�Q32���Q4 $ ������� $ ���/�
�����¢5�� �:� �
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��� ������(�32����� $ ��5«� $ ���������63 �
I =

∫ π
0
sinx dx

��� � ��� " +�32� � ��+¢1��+������� !
$ ���/�~� $ ����������������� $ ��5N�«��� � ��� " +�32� � )�32����� � � �+��3������ $ � �23�5 ����� !
32��� $ ��1�� $ �F��� $ ��)

m
� A���� $ ���É� $ �F��� $ ��� . �+���/�,� $ ���������63 ��*+������������32� $�$ ���

� $ �632���������$�)��� " ��+���� " *����+� $ �Q� ��+ "��
R«��������324��/����� $ ��� " ��(�����1������21���� ���/����32+���� $ � ������32� $�$ �É�0� $ �F��� $ ��5

� $ ���������63����
Im
*
Em
*	��1 ���������%� $ ��������)

δIm
*
δEm

� ��1r� � � $ ���
∆Im

*
∆Em

�23�5 $ �F���6324 $ ��1,� $ �F��� $ ��)
m
*$�����+�����É�m����������� �+��32� $ � �0� ��(�32� � � ���
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� $ ����������������� $ ��5�*:� $ ����+ � ������+�3246� �����-��� � ��� " +�32� � )�32����� � � �+��3�� !
��� $ � �

� c��OS ���Xc �
m Im

Em

δIm
δEm

∆Im
∆EmZ Z�_ Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z

Z�_ Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z
U�_ Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z
U�_ Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z�Z

U�_ f�1���1�f�c���G�Z
U�_ f�1���1�f�c���G�Z

[ [�_ c<V�V:G��<V�Z�c�\
[�_ c<V�V:G��<V�Z�c�\

Z�_ ��f�f�Z�c�f�G����
Z�_ ��f�f�Z�c�f�G����
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Z�_ V�U�f�Z�U�\-�<V�Z
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[�_ G�G<V�\-1�\<f�U�f
Z�_ Z�Z�Z�Z�U�c�f�1<V
Z�_ Z�Z�f�U�[%U<V�\<f

Z�_ Z�Z�Z�Z�U�G�U<V:1
Z�_ Z�Z�c�[>V�U�Z�U�c

G�� ����� ��� ����������� �+��32� $ � �$�+������� " ������� ���������%� $ ������� ������(�32����� !
$ ��5

δm
��� ������� " �������

m
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$ ��) � ��� " +�32� � $ ����������������� $ ��5T�j��� � ��� " +�32� � )�32����� � � �+��3������ $ � �
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m
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m = 1
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m
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;>L6:/:<?>E6M�IF=�D�=�EFS�:DP>=�E�lCB�=�D�HFEFkFLF� lCHF;>�m;>LFEFR¢_/3¼D%96LFD�M�;>HFLFD�M~?#gFO�k6:<;�IFD�S�:<8%:<L6:
EFLFB�:<HFE6:<LF=�LFD�?>=NMW?>EF?>=�;%M���L6:�LF;>S�D�=�D�HF� l	X�;>?>S�D�LF;>kFLFD�M�;>HFLF� lYIFD%96IFHFD�?>=�H6:<LF?>=�B�:�l
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�����~}�y�t¢rqi�}Ug�z�r�n¢rjhmr�xWw
O ���/� " ������������������5 ��������� " � O . 32��5��0��� �C� +�������)��

vt = ν∆v + w,
wt = ν∆w − v + µw − w3,

�)�F�
�����

v = v(x, t)
*
w = w(x, t)

*
x ∈ Ω

*
t > 0

*
Ω ⊂ ��� � ������� $ ����� $�$ �65

��(�3 ������42*
µ ∈ � � +������+��3�5�� �Q��) ������� " ������*

ν > 0
� ��� .��C� � � ��� $ �

��� �C� +������ �)� ���
ν = 0

������1������ " ���3 ���/�������$�)����) ��������� " ��O . 32��5

ẏ1 = y2,
ẏ2 = −y1 + µy2 − y32 .

� ���
@,�/���$��� $ �2*^���+� $ +�32�/����� ���%�Q� $ ��� ��������� " � � ��� �����

µ < 0
����� " ���+����� !

���$�)���p+����+��)��������2*������
µ = 0

� $ �T�����¢5���� +����+��)�������������4 �p�����
µ > 0

�
��������� " ����+ �Q�$���+��+�����+����+��)��������É)T����������324 $ �É) � ����3 �
�Y+���� " � $ �������$�)��������4���5���� � � ��� $ ��� $ � " � �T�����������������$�)��� " �j��� ����� !

" � $ �G���%�Q� $ ��5 " � ��������� " �WO . 32��5 �K��� �C� +�������) �)�F� *����+�����+��3�5�� �Q� " ����5
������� $ ��� $ ���/� �Ä$ +�32�/�����/� � ���%�Q� $ ��5b�����b��� " � $ � $ ���b������� " �������

µ
* �$��32�

$ ������� $ � � �>��(�3 �������
Ω
�$�F��� $ �Q�������/���É�/+���3�������5G,��) " � $ ���

∂v

∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂w

∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0.
� � �



�*��� � 	 ��	+� �)��
�������� � � ��( �.������	 � � � �
�,��324�� $ �����+�F5��Q��)«����(�������5���3�5�������5«���/��32��� ����� $ ���'(�� � +����:� � ��� $�!

$ ���/������������� $ ��5 ��������� " �rO . 32��5 �	��� �C� +�������)Q��������� " � $ � $ ����������� " ��� !
���

µ
* $ �61��F����� $ ���É� $ ��������� $ � $ ��1�������������������� $ ���+����������� " � �G���/��32��� � !

��� $ ���G(�� � +����:� � ��) $ � . ����1N������������������� $ ���+���61 * ������������� $ ��������� " ���+� !
�������o���+������� $ ��1N���%�Q� $ ��)�*����+�����+��3�5�� �Q��1���5 ��� $ +�32�/�����/�2*�������32� $�$ ���
���/��32��� ����� $ ���/��1T��������+ �Q� $ ��5 �

L,�����/���É�p+���3�������5 �Q������1�32�b�Q� " �%� � $�$ �É�y�������/���É�p+���3�������5³����� !
� " �����������632����4 ��r � ��� s`� ��3�5T����32+���� $ ��5���+������� $ ��1 ���%�Q� $ ��)j����� " � $ � $
" ���+��� � 5���+ $ ����� ����" ����� �9� � ��� " ��*������/�����+��) ./� @ � N � ��������� " r 
�� �Os`��~���+��������� " � $ � " �C��� �C� ����� $�� ���6324 $ � " +����+� $ � $ ��5 " *��$�F��� $�$ � " �:�+� �
��� $ ��� $ � " ��� $ ��1 *�� �+����(��$�)��� $ ��� $ � " ��� $ ��1,������������� $ ���+���61 */���+� " ������32�
�j+����+� $ � $ ��5 " G��+��4�� � RK�+���:�/�
r � � �Os`�

4 � ����u¢��r�t�}2�miml { g�wBh-y�w�y�t�u�v l
R ������� " ��������� " + O . 32��5 �K��� �C� +�������) �)�F� � ��(�� � $ ����� $�$ � " +/��� �C� � !

��� $�� ���6324 $ � " +ð+����+� $ � $ ���k� ����324�(������+����� " ������������� $ ���+���
H

���/���+��� !
� + $ � � ��)

u = (v, w)
*���� " ��� $ � $ ���Q�����+������1 ����� $ �F�232��� ���

L2(Ω)
�

� +�����4
A(µ) : H → H

� 32� $ ��) $ �É)X�����������+����*	����)����+��+ � �Q��) $ �
���/���+��� !#� + $ � � ���

u = (v, w)
*
v, w ∈W 2

2 (Ω)
*���� �����+����32+

A(µ)u = ν∆u+Bu+ µCu.
� � �

' ���$��4
∆
� �����������+��� � ����3 ���/��*

B =

(
0 1
−1 0

) *
C �

(
0 0
0 1

) ��. ��( !
3 ������� ������������32� $ ��5 �����������+�����

A(µ)
*��:�+���(��É� $ �2*�+�������� ���1������5 ������� !

���É�,+���3�������5 � � ���
� +�����4 $ ��32� $ ��) $ �É)W�����������+���

K(a, b, c) : H3 → H
����)����+��+����N���

�����+����32+
K(a, b, c) = (0, a2b2c2) .

A������������������ " + �)�F�	" �F� $ ���$�������/����4��
�����������+��� $ � " ���������

u̇ = A(µ)u−K(u,u,u), u ∈ H.
� 
 �

��� ��img�r��Ww�rqiWtqimlGu ��}bh �W��}�y�t���rqi�y�tqg�r
@,�/���$��� $ �2*F���+�>�/������������� $ ���+���

H
��+ �Q�$���+��+����9�����+���/� $ �6324 $ �É)�(��������

{e1ψk, e2ψk}+∞
k=0

*
e1 = (1, 0)

*
e2 = (0, 1)

*
ψk
5���3�5�������5F�)��(����+��� $�$ � " �

� + $ � � ��5 " �y�)�:�63�5�� $ ���/� �����������+����� −∆
*��$�F��� $�$ ���/� ����(�3 �������

Ω
� �)� !

���+���������+��+ � �Q� " � �������/��� " �T+���3�������5 " �

−∆ψk = λkψk,
∂ψk
∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0,
�e�¢�



� � � � � 
�	 �)�)� � 	���	���� � ��( �<
� .5	 ��� ��� ������,� �*�!�
� �)��(����+��� $�$ �É�	� $ �F��� $ ��5���(�������+ ��� $ ��+�(�� ���1� �Q+ � ������32��� ����������324 $ ������4
{λk}+∞

k=0

*���������� " " � $ � " �6324 $ �����)��(����+��� $�$ ���/� $ �F��� $ ���
λ0
���+� $ � $ +�30� �

� +�����4
x ∈ [0, 1]

� A����������)��(����+��� $�$ �É� � + $ � � ��� �����������+����� � ����3 ���/�
ψn = cos(πnx)

*
n = 0, 1, 2 . . .

� �������
H2n−1

��(���� $ �F��� " ������������������� $�!
���+���

H
*��)�����+���������+��+ � �Q���/����� "�$ �F���$���+��+G(�������� $ ��1 ���/���+������� � $ ������� !

$ � " �j� $ ���/�:�/� " � {e1ψ2n−1, e2ψ2n−1}+∞
n=1

�
G,������+�� $ � +�(���������4���5�*K���+� $ ���¢5���+T�~32� $ ��) $ � " �����������+����� "

A(µ)$ ��32� $ ��) $ �É) �����������+���
K(a, b, c)

���+��(����6� �����Q������������������� $ ���+���
H2n−1�y����(F5 ��� �+�F�)��5��$� $ ��� ��+�(������$�)����) $ ��32� $ ��) $ ������4�� �����/� " ������������� " ��)

��������� " � � Rm32��� ����������324 $ �2*���������� " + O . 32��5 �m��� �C� +�������) � 
 �W" �F� $ �/����� !
� " ��������������4 $ �C��� $�$ � " ������������������� $ ���+��� � R ��� " ���Q4��-�$� " � $ �

x → kx+�(���������� " ��5�*����+�G������������������� $ ���+���
Hk(2n−1)

�23�5 30��(����/� $ ����+����6324 $ � !
�/�
k
� �+�����É5���3�5�������5G� $ ��������� $ � $ � " ������������������� $ ���+��� " ��������� " � � �~� !

$ � " �6324 $ � " �)��(����+��� $�$ � " � $ �F��� $ ��� " �����������+����� −∆
$ �G������������������� $�!

���+���
Hk(2n−1)

5���3�5�������5
λk
�
k
! �����)��(����+��� $�$ ���,� $ �F��� $ ��� . �+���/� ��������� !

�+����� $ � ����� " ������������� $ ���+���
H
�

�^� �~wmi�u¢{miml {³rqi�rXo�wmn~��y�t�}2{WxWwmg�}�y�t�w
��3�5 $ �61��F����� $ ��5 �������������$�)����1 � $ �F��� $ ��) ������� " �������

µ
�����/� " ������� "

32� $ ��) $ + �M�����/�������6324 $ + ��$�F���F��+��

A(µ)ϕ = σϕ, ϕ 6= 0.

�������� �� ��������� � 7��$'��()�+*����� 2�/0"�()��/��0�& ������� " �������
µ
(�+���� "

$ ����� ������4T� �+����� � $ �F��� $ ���
µcr
*������F�����+����� " �)��(����+��� $�$ �É� � $ �F��� $ ��5

σ32� $ ��) $ ���/� �����������+�����
A(µ)

����1����25�� $ � "�$ � " + �M����4 �
�������� �� ����� ��� V ��32� �����/�����

A(µcr)
32���G��� �j�$� " � $ +��+��)p32�/����)

����32+���3����)���������>��� " ��32�/�:� $ ��),��3����)����������*���������� "T$ � "�$ � " ��)������/32���G���
32���Q4 $ +�32�/�����5�)��(����+��� $�$ ���É� $ �F��� $ ����*��+���/�������¢5��F*����+��� " ����� " �$���+�  , �
/�,�$',�/�/0"+� 6�,�$%� 7)� � *�$',�;�(3����,�*�$'� �

�������� �� ����� ��� V ��32� �����/�����
A(µcr)

32���G��� �j�$� " � $ +��+��)p32�/����)
����32+���3����)���������>��� " ��32�/�:� $ ��),��3����)����������*���������� "T$ � "�$ � " ��)������/32���G���
32���Q4�������K��� " ��32�/�:� $ � ! �)�����¢5���� $�$ ��1B�)��(����+��� $�$ ��1�� $ ����� $ ��) ±iω0�
ω0 6= 0

� *��+� �/�������¢5��F*2���+� ����������1�������� ��,.1���"�$%�&1���/0"+�56�,�$%� 7)� � *�$',�;��
(3����,�*�$'� �
. ��32+������ " � $ ���+� $�$ ��)�������������+����+��)��������������������Q��������1������K������� " ��� !

���G��������� �������������$�)�����Q� $ �F��� $ ����*��:�+�~�����+����3��2*���� ��� $ ��� $ ���/� ���%�Q� $ ��5
���+�����+��3�5�������5 $ �����É����� � � ��� $ ��� $ �É�/�����G� " � �
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σ2 − �^Å
(Ak(µ))σ +

Á�¹�µ
(Ak(µ)) = 0, k = 0, 1, 2, . . . ,
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Ak(µ) = B+ µC − νλkI

*��^Å
(Ak(µ)) = 2νλk − µ
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Re
(
σk1,2(µ)

)
< 0 ⇐⇒
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�^Å

(Ak(µ)) < 0,Á�¹�µ
(Ak(µ)) > 0.
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Re
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µ(νλk) < (νλk)
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ϕ
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ϕ =
1
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(
1
i

)
ψ0, ψ0 =

1√ ¾ ¹/�
(Ω)

.
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ϕ =
i

2ω0k

(
1

νλk + iω0k

)
ψk(x), ω0k =

√
1− ν2λ2k.

V ��32�
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ωu̇−A(µcr)u = ε2Cu−K(u,u,u),
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ε
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u = εα1(e
iωtϕ+ e−iωtϕ∗)+

+ ε3(α3(e
iωtϕ+ e−iωtϕ∗) + u

p
3(ωt)) +O(ε4),

ω =
√
1− ν2λ2k + ε4ω4 +O(ε5).
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� � � �
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wkn(x) = −(A(µcr) − ikω0I)
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αn−2 = Re(hn), ωn−1 =
1
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hn =

2π∫
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(gn,Φ) e−iτdτ,

gn = C
(
u �n−2

)
− 3K

(
u1,u1,u �n−2
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• ����� n = 2m− 1, m ∈ A0

fkn = (0, Rnk), Rnk ∈ �
,
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fkn = (0, Rnk), Rnk ∈ �
,

f1n = (iRn1, Rn1), Rn1 ∈ �
, αn−2 = 0;

�����
A0 = {m = 2k + 1, k > 2, k ∈ � } �A���������4 �����/� " ������� " ��32+�����) " � $ ���+� $�$ ��) ����������� +����+��)��������������

� $ ��)���� " ���+������� $ �É� ��� � � ��� $ ��� $ �É�b���%�Q� $ ��5 $ � ������������������� $ ���+���61
Hk(2n−1)

����� � ���:����������� $�$ � " $ ����+����6324 $ � "
k
�

� +�����4
νλk > 1

�)� ��3��F�G��� � � ���
ω = 0

*�������1������ " �j+����+� $ � $ ���-�23�5
$ �61��F����� $ ��5o��� � � ��� $ ��� $ ��1N���%�Q� $ ��) � �Y+���� " �������'�)����������4¼���/�p���%�Q� !
$ ��5 �F�������j�¢5���� �e�¢��� � ��� " �632��1

ε > 0
��+ �Q�$���+��+���� $ �������������6324 $ ���

��� � � ��� $ ��� $ ���/���%�Q� $ ����*����������É�,��32� $ � ���/� ����� " ���+���������~� " �%��� �����

u = εα1ϕ+ ε3(α3ϕ+ u
p
3) +O(ε4).

�)�/�¢�
' ���$��4

α1
*
u
p
3

*
α3
$ �61����25�����5'5�� $ � �

A��+�¼��� �:�+��� $ �$��� � � ��� $ ��� $ � " ��32+�������*������:����� ����������5�*����+� ����� $ �É�
��� " ��� $ � $ ��� ����� " ���+���������$�)�����/��������3��F��� $ ��5>���+������� $ ���/�9��� � � ��� $ ��� $ � !
�/� ���%�Q� $ ��5T���+� $ � $ +�30�Q*2� � � �

u2k = 0
*
α2k = 0

�23�5 ����5������/�
k ∈ � �I " ��32����+����

αn−2
������������3�5�������5T��� � ��� " +�32�

αn−2 = −3

2

(gn,Φ)

(Cϕ,Φ)
,

�)�%�F�
�����

gn = K(u1,u1,u �n−2) +
∑

i1+i2+i3=n

K(ui1 ,ui2 ,ui3),
�)�*���

��������� "
(i1, i2, i3) 6= (1, 1, n − 2)

*�� ���������
u
p
n−2

��(���� $ �F��� $ � ������� $ ���
���%�Q� $ ��� $ �/��� $ ������� $ ���/�Q+����+� $ � $ ��5T�����

(n− 2)
! ��)��������� $ � �



� � � � 	 ��	+� �)��
�������� � � ��( �.������	 � � � �
� ���

µ 6 µ
(0)
cr
$ +�32�/�����j���%�Q� $ ��� ��������� " � +����+��)��������F� ������������� $�!

���+���
H
*��,�����

µ > µ
(0)
cr
���F������������5�+����+��)��������É) ����������324 $ �É) � ����3 �3� �+�

�����������������$�)�����,��� ����� " � $ �j���%�Q� $ ��� $ ���$�+��������� ���G������������� $ ���+��� $�$ ��)
������� " � $�$ ��)

x
�«5���3�5�������5 ���%�Q� $ ��� " ��������� " �iO . 32��5 ����� �C� +�������)o�

30��(���)r������� $ ����� $�$ ��)r��(�3 �������
Ω
� � ���������������$�)�����T��32�W��� � � ��� $ ��� $ �É�

���%�Q� $ ��5�*������+�����É�5��+ �Q�$���+��+ ��������� " �632��1
µ > µ

(k)
cr
� $ ��)���� $ �T��� �Q��*

$ ��+����+��)��������S��� ����� " ������������� $ ���+���
H
� CÉ� $ �+��� � ��� $ � " ��� $ � " ��32+������

. �������%�Q� $ ��5�(�+���+��0+����+��)�������� " � $ �0� $ ��������� $ � $ ��1,������������������� $ ���+���61
������������� $ ���+���

H
�

�����Qw�|j� �Wz�r$�Ww�}Uimi�}�u ��}Ug�u\hmujiWw�u~y�w�y�t�u�v l
� +�����4

x ∈ [0, 1]
� � ���

µ 6 µ
(1)
cr
$ +�32�/�����p����3��F��� $ ���p���+� $ �����$����5

��������� " � +����+��)�������� �
H2n−1

��� ��� " � $ ��� " ���+��� � 5���+ $ ����� � ��" ����� ��*
+�(���������� " ��5�*����+������� " �632��1

µ > µ
(1)
cr

��+ �Q�$���+��+����C+����+��)������������
H2n−1���+������� $ ���p���%�Q� $ ��� � V ��32�

νλ1 < 1
*��+�

µ
(1)
cr = 2νλ1

*��-����������1��������
(�� � +����:� � ��5p���F����� $ ��5 � ����3 � � �$��32�

νλ1 > 1
* �+�

µ
(1)
cr = 1

νλ1
+ νλ1

*��
���F������������5 $ �������������6324 $ ������� � � ��� $ ��� $ ���/���%�Q� $ ��� �

� ���
µ 6 µ

(2)
cr
$ +�32�/�����	����3��F��� $ ���	���+� $ �����$����5,+����+��)�������� �

H2(2n−1)
�

� ��� " �632��1
µ > µ

(2)
cr

��+ �Q�$���+��+����N+����+��)���������� �
H2(2n−1)

���+������� $ ���
���%�Q� $ ����*+�����+��������5���3�5�������5 $ �������������6324 $ � " ��� � � ��� $ ��� $ � " ���%�Q� $ ��� "
��32� � ����3�� " �/�$�+������� " ������� �����+���/�2*F�����/������1��������

νλ2
����� $ � � +���32� $ ��� �

� ����� ��3�� �65 . �+���p����� � �$�/��*�����32+������ " ������� $ ��� "�$ �F���$���+���p� $ ������� !
� $ � $ ��1N������������������� $ ���+�

Hk = Hk(2n−1)
�23�5

k = 1, 2, 3, . . . ,
$ ���:�6� !

� � " ��� �����+������1 ���+�����+��3�5�� �Q���$��5 ���+������� $ �É�É���%�Q� $ ��5�+����+��)��������ð�����
" �632��1

µ > µkcr
� I9��� " ���+�������:� ���+������� $ ��1N���%�Q� $ ��)«������������� $ � " ���+� !

� � " � 5���+ $ ����� � ��" ����� � � RK������� . ����1o���+������� $ ��1ð���%�Q� $ ��) " �F�����
(��É��4032���Q49��� $ ��� $ ���K������3�� � ����3���� � G��F��� $ �65�� $ �/�����+�������/�

k∗
*$�����+�������

�$�F����������5N+���3�������� "
νλk∗ > 1

*���� $ +�32�/�����/�~���+� $ �����$����5y���+�����+��3�5�������5
$ �������������6324 $ �É����� � � ��� $ ��� $ �É�/�����G� " � �

� � � ��}���� ujiWw��
. � ������� ����(������ ����� �1������5g�������+�����232����� " ��*N�$��32� �����/� " ����������4

+����+� $ � $ ��� O . 32��5 �)�F� � ������32��� $ � " �F��� .��C� � � ��� $ � � " �~��� �C� +��������
ν1����������� " +����+� $ � $ ��� �

ν2
� ��� ���+����� " *������j+���3���������*����+�

0 < ν1 < ν2
�

L,�����������$�)�����'� $ �F��� $ ��5b������� " �������j����� . �+� " � " �%��� �����
µcr = (ν1 +

ν2)λk
�23�5�����32��(�������324 $ ��)G����������� +����+��)��������������'�

µcr =
1

ν1λk
+ ν2λk

�
�23�5 " � $ ���+� $�$ ��) �



� � � � � 
�	 �)�)� � 	���	���� � ��( �<
� .5	 ��� ��� ������,� � ���
@ $ ��������� $ � $ �É�G������������������� $ ���+��� " �F� $ ��������������32����4 � "�$ ���/� " ��� !

$ � " ��32+������ � � �����
m > 1

*W�$��32�r��(�3 ������4
Ω ⊂ � ��5���3�5�������5«���¢5 " � !

+��/��324 $ � " �������63�32��32����������� � "��

�~wWt�u¢��r�t�� ��r
[�_ �������!�	����'���
 ��fH&� ��W/��
����	�@.���H&��3�D�8>LFEFSFLFD�B�;>LFEF;K:<B�=�D�S�D<g6;>X�:<LFEFR,BK?>EF?>=�;%M�;	PUP#dg6;#@C?�96EF���WO�8>EF;>R�u u 3�;>?>=�L¢_	5pJ�LFD<d QWH6:�gOM�?>S�D�]>D/]>D�?�_6O�L�dÃ=�:�_ L ;>H¢_��C:<=<_6M�D%96;#g6E�d
HFD�B�:<LFEF;KE�IFHFD�]>H6:�M2M�EFHFD�B�:<LFEF;�_o�'U�Z�[%c�_��G��_�G���a-U�_�� L _¢[%c%£�U�1�_

U�_ �������!�	����'���
P���H&� ��W/��
����	�;.��	H&��nW?>E6M�IF=�D�=�EFS�:Y?>=�:<�FEFD�L6:<HFLF� l/HF;>�m;>LFEFRC?>EF?>=�;#d
M���PUP#g6;#@m?�96EF���WO�8>EF;>R u u�7�8>BF_%B���?>�É_%O�k¢_%8%:<BF_ L ;>BF_ d y	:<B�S¢_%HF;>]>EFD�L¢_ L ;>H¢_��2?>=�;>?>=�BF_
L6:>O�SFE¢_2�GU�Z�[%c�_2��a�� �e[�G�[�¤`_2� L _¢[��%£�[�G�_

��_ �������!�	����'���
 ���H&� �	W/��
����	�@.���H&��nW?>E6M�IF=�D�=�EFS�:KIF;>HFEFD%96EFkF;>?>SFE�l,IFDYB�HF;%M�;>LFE/HF;#d
�m;>LFEFRQB�?>EF?>=�;%M�;�PUP#g6;#@Q?K96EF���WO�8>EF;>R�u u��C:<=<_���D�H�OFM _¢��_2[%Z���k¢_¢U�_¢7�?>?#g6;#9�_�IFD
M2:<=<_F:<L6:�g6EF8#O��F96EF�Y_FO�H6:<B�LF;>LFE�@6M'E�E�l0IFHFE�g�_��63�g�:�96EFS�:<B�S�:<8�F�5N�C7 3 o�8pP�n�oY�U�Z�[%c�_2� L _¢[%U�f%£�[�����_��T�Æ7�=�D�]>E/L6:>O�SFE¢_	5b]KP�D�?>?>EFE¢_ ¤

VF_&�_�7�_�^�`�Z j�c�\$�EU�� �/%i[�\�Z `	_In��EU�� �/I&_�_�^�Z cI*��!^ÖF×ÉÒ>ÛeÍ Ï%Ù<Ñ�Ù<Ô��/Ù<Îeã�×ÉÝ�ÓAÐ<ÓAÍ Ï%Ù<Ñ�Ù<Ô6Ù<Ñ ã�ÎAÍ Î
Ð<ß�è^Ù>ã�Ñ Ò>Í Þ�ÌYÛeÒ%Ù<Ï#ÓAÍ Ð�Ô�d��FÍ w�ÖFÎAÍ Ð�ÔYÎeã�ÎeÓAÒ>× u u^Ú6Ð�ÖFÛÄÓAÌÉá�ÌFÍ Ô6Ù%£�è�ÖFÎAÎAÍ Ù	á�Ð�Ô�ße_�Ð�Ô!^ÖF×ÉÒ>ÛeÍ Ï%Ù<Ñ
åWÑ Þ�Ò>êFÛAÙt^Í ÓAÌ/åWÝFÝFÑÆ_��Gè�Ð�ÎeÓAÐ%Õ�dÃÐ�Ô�dÄæWÐ�Ô(F�é�Ð�Ö�ÓAÌ¢_�Ú6Ò��FÒ>ÛAÙ<Ñ 9^ÔFÍ Õ�_ �FU�Z�[%f�_2�6z�_¢[�[>V�£�[�[�G�_

f�_) 9>��
��>= H&�&A�&3�D�8>LFEFSFLFD�B�;>LFEF; :<B�=�D�S�D<g6;>X�:<LFEFRbB'J�E�96S�D�?>=�E u u ��HFEFS�g�_�M2:<=<_
E,M�;#l�_��j[�G�\�[�_��G��_���f��Fa³VF_�� L _6c���1%£�c�f�f�_

c�_) 9>��
��>=qH&��A��7�?>?#g6;#96D�B�:<LFEF;0:<B�=�D�S�D<g6;>X�:<LFEFRQ?>I�g6D��mLFD�R�?>HF;#96�	��B�D�8>LFEFS�:<hW�mE�lIFHFEpIFD�=�;>HF;QO�?>=�D�RFkFEFB�D�?>=�Ep?>=�:<�FEFD�L6:<HFLFD�]>DjHF;#J�E6M2:�u u ��HFEFS�g�_�M2:<=<_^E¼M�;#l�_��
[�G�\<U�_2� ��_	��c���a���_�� L _FV�f�Z%£�V�f�G�_

\�_IW/��
����	�I.���H&� �:) 9>��
��>=�H&��A��3�D�8>LFEFSFLFD�B�;>LFEF;�:<B�=�D�S�D<g6;>X�:<LFEFRÉIFHFE�IFD�=�;>HF;�O�?>=�D�R�d
kFEFB�D�?>=�EKIFHFD�?>=�H6:<LF?>=�B�;>LFLFD<dÃIF;>HFEFD%96EFkF;>?>SFE�l�=�HF;#lFM�;>HFLF� lm=�;>kF;>LFEFRKB<@F8>S�D�RmJ�E�96S�D<d
?>=�EmD�=�LFD�?>EF=�;#gOM�LFDW9Fg6EFLFLFD�B�D<g6LFD�B�� lYB�D�8%M�O��m;>LFEFRDu u^7�8>BF_<P�n�oY_<���<v�_V�'U�Z�Z�[�_��
a-U�_��'áW_�U�G%£�VF[�_

1�_CD��K	� �f��
����0� �:W/��
����	��.���H&�-3�D�8>LFEFSFLFD�B�;>LFEF;W:<B�=�D�S�D<g6;>X�:<LFEFRÉIFHFEKIFD�=�;>HF;�O�?>=�D�R�d
kFEFB�D�?>=�E/IFHFD�?>=�H6:<LF?>=�B�;>LFLFD<dÃIF;>HFEFD%96EFkF;>?>SFE�lC96B<OFM�;>HFLF� l/=�;>kF;>LFEFR�B<@F8>S�D�R/J�E�96S�D<d?>=�EmD�=�LFD�?>EF=�;#gOM�LFDW9Fg6EFLFLFD�B�D<g6LFD�B�� lYB�D�8%M�O��m;>LFEFRDu u^7�8>BF_<P�n�oY_<���<v�_V�'U�Z�Z�1�_��
a-U�_��'áW_6VF[`£�f�c�_

G�_IW/��
����	� .��(H&�¢P�;>S�O�HFHF;>LF=�LF��;É��D�H6M�O�g6�N9Fg6EFLFLFD�B�D<g6LFD�B�D�RG:<?>E6M�IF=�D�=�EFSFEQ8%:�9�:%kFE
O�?>=�D�RFkFEFB�D�?>=�E�?A96B�EF]>D�B�� l�=�;>kF;>LFEFR�u u�� O�HFL¢_¢B���kFEF?#g�_�M2:<=�;%M2:<=�EFSFEQE�M2:<=<_¢��E�d
8>EFSFE¢_2�GU�Z�[���_2� ��_6f����Fa�1�_�� L _¢[���1�\>£�[>V�Z�[�_

� ���!�������354�� � �[
3�
#
8 � ���5<�� �;���4��	���
5pJ�LF��R,��;#96;>H6:�gOM�LF��R,O�LFEFB�;>HF?>EF=�;>=
P�i LBL 7?>Y���<V�V�Z�G�Z���P�D�?>=�D�B<dÃL6:�dÆ¡mD�L�O��FO�g�_��,E�gOM`k6:<S�D�B�:���12:
#�dÃ×0Ù<Í ÑbF@A*���@�'/'(#"BAC!&@)�%+	�"!-�.��'CB+
��
�	���5� 
?�	
 �	�����5� � ��
#� �[=	
�	�5�
5pJ�LF��R,��;#96;>H6:�gOM�LF��R,O�LFEFB�;>HF?>EF=�;>=
P�i LBL 7?>Y���<V�V�Z�G�Z���P�D�?>=�D�B<dÃL6:�dÆ¡mD�L�O��FO�g�_��,E�gOM`k6:<S�D�B�:���12: �
5pJ�LF��RCM2:<=�;%M2:<=�EFkF;>?>SFEFR,EFLF?>=�EF=�O�=��ð��E�g6E6:�gD3 o�8bP�n�o
P�i LBL 7?>Y����c�U�Z�U�\���3�g�:�96EFS�:<B�S�:<8���O�g�_6�C:<HFS�O�?%:���U�U
#�dÃ×0Ù<Í ÑbF �%&�/@$'&	"B(*��) � �@$ 	'1 .0/'1



� ��� � 	 ��	+� �)��
�������� � � ��( �.������	 � � � �
���������	��
 ��������������	
�K G���� Q��
����
�� ������ ! Á������������������K������:�
�C»���»�Å�º�¸ P%�6Ê�
 �! Q� *"�É¹�Ê�¸ º2»�� �! Q�

vQÒpÏ>Ð�ÔFÎAÍ �FÒ>ÛTÙNÛeÒ%Ù<Ï#ÓAÍ Ð�Ô �FÍ w�ÖFÎAÍ Ð�Ô Îeã�ÎeÓAÒ>× t^Í ÓAÌ Ï>ÖFêFÍ Ï¼ÔFÐ�ÔFÑ Í ÔFÒ%Ù<Û ÓAÒ>Ûe× t^ÌFÍ Ï`Ì
Í ÎWÓAÌFÒYÎAÝ�Ò>Ï>Í Ù<Ñ�Ï%Ù<ÎAÒYÐ<ß�Ú�Í Ó2u>Ì�ÖFÞ�Ì�£�!WÙ<Þ�ÖF×ÉÐ/×ÉÐ �FÒ>Ñ�Ù<Ô���Í Ô�
6ÔFÍ ÓAÒ#d��FÍ ×ÉÒ>ÔFÎAÍ Ð�Ô6Ù<Ñ�Õ�Ò>ÛeÎAÍ Ð�ÔÐ<ßFÏ>Ñ Ù<ÎAÎAÍ Ï%Ù<Ñ�è^Ù>ã�Ñ Ò>Í Þ�ÌmÎeã�ÎeÓAÒ>×,_ .^Ð�×ÉÐ�Þ�Ò>ÔFÒ>Ð�ÖFÎ�!^Ò>ÖF×0Ù<ÔFÔmê�Ð�ÖFÔ��6Ù<ÛÄãmÏ>Ð�Ô��FÍ ÓAÍ Ð�ÔFÎ2Ù<ÛeÒ�ÎAÒ#Ó
Ð�Ô�ÓAÌFÒÉê�Ð�ÖFÔ��6Ù<ÛÄã�_>vQÒ�ß Ð�ÖFÔ��QÏ>ÛeÍ ÓAÍ Ï%Ù<Ñ2Õ�Ù<Ñ ÖFÒ>ÎKÐ<ß Ï>Ð�Ô�ÓAÛeÐ�Ñ Ý6Ù<ÛAÙ<×ÉÒ#ÓAÒ>ÛKÙ�Ó�t^ÌFÍ Ï`Ì6.^Ð�Ý�ß
êFÍ ß ÖFÛeÏ%Ù�ÓAÍ Ð�ÔjÐ�Ï>Ï>ÖFÛeÎ/Ð�Û0êFÛAÙ<ÔFÏ`ÌFÍ ÔFÞ'Ð<ßmÎAÒ>Ï>Ð�Ô��6Ù<ÛÄãjÎeÓ`Ù�ÓAÍ Ð�Ô6Ù<ÛÄãjÎAÐ�Ñ Ö�ÓAÍ Ð�ÔFÎ0Ó`Ù<ç�Ò>Î�ÝFÑ Ù<Ï>Ò
Ù<Ô���Ï>Ð�ÔFÎeÓAÛeÖFÏ#ÓAÒ��QÓAÌFÒYÙ<Îeã�×ÉÝ�ÓAÐ<ÓAÍ Ï>Î�ß Ð�Û^ÓAÌFÒ>ÎAÒYÎAÐ�Ñ Ö�ÓAÍ Ð�ÔFÎ%_�àÃÔ [%æNÏ%Ù<ÎAÒ�t ÒKÎAÌFÐ�t Ò��CÓAÌFÒ
Ò#ä�Í ÎeÓAÒ>ÔFÏ>Ò/Ð<ß�Í Ô�
6ÔFÍ ÓAÒ#d��FÍ ×ÉÒ>ÔFÎAÍ Ð�Ô6Ù<Ñ�Í Ô�Õ�Ù<ÛeÍ Ù<Ô�Ó0ÎAÖFêFÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î�Í Ô ÓAÌFÒ�Îeã�ÎeÓAÒ>×,� �FÍ ÎAÏ>Ð%Õ�Ò>ÛeÒ��
Ù ���FÍ ÓAÍ Ð�Ô6Ù<ÑQÎeã�×É×ÉÒ#ÓAÛeÍ Ò>Î%�ÉÎeÓAÖ��FÍ Ò��³ÓAÌFÒbêFÍ ß ÖFÛeÏ%Ù�ÓAÍ Ð�ÔFÎpÙ<Ô�� ÎeÓ`Ù<êFÍ Ñ Í ÓÃã Ð<ß ÎAÒ>Ï>Ð�Ô��6Ù<ÛÄã
ÎAÐ�Ñ Ö�ÓAÍ Ð�ÔFÎ^Ð�Ô�ÓAÌFÒ>ÎAÒ	Í Ô�Õ�Ù<ÛeÍ Ù<Ô�ÓWÎAÖFêFÎAÝ6Ù<Ï>Ò>Î%_

SLT*U V�W5X'Y[Z d �¢ã�Ù<ÝFÖFÔFÐ%Õ�£Fé�Ï`ÌF×ÉÍ ��ÓKÛeÒ��FÖFÏ#ÓAÍ Ð�Ô¢��ÛeÒ%Ù<Ï#ÓAÍ Ð�Ô�d��FÍ w�ÖFÎAÍ Ð�ÔQÎeã�ÎeÓAÒ>×ÉÎ%��Ý6Ù�ÓeÓAÒ>ÛeÔ
ß Ð�Ûe×0Ù�ÓAÍ Ð�Ô¢_



J	� L�
 ����� ��� ��*�
 ����� � 
 �
! ����	"�$#%������� � ! ���.� l ���.�)���f2 ��(����  ��������.�

 ��������������  ��.��������(�*]��2"��5��
2�	�4 ! �
	�� ! ���.�����
	���5��,-� �� � �10��.������������4

- � ! ���.���
���,��� ���,-�-��&	�4

� 7��
7 � �fK@= ��I>A

3bH6:<X�D�=�;ÉEF?>?#g6;#9FO�;>=�?A@':<L6:�g6D�]�B�=�D�HFD�R�SFH6:<;>B�D�RG8%:�9�:%kFE 9FgF@�?>EFLF]#O�gF@FHFLFD�]>DQIFD<d
g6EFI6:<H6:<X�D<g6EFkF;>?>S�D�]>D�O�H6:<B�LF;>LFE�@ ?0D�IF;>H6:<=�D�HFD�M ��;>?>?>;#gF@¢_S3ND�=�g6EFkFEF;�D�=�=�H6:�96E�d
�FEFD�LFLF� lCM�;>=�D%96D�BF��IFHFE6M�;>L�@�@�D�IF;>H6:<=�D�H U H�96;>RFEh�<y�D�X�;>H6:É96HFD�X�LFD�]>D�IFD�H�@�96S�:��L6:<R�96;>L6:Y@FB�L6:�@,��D�H6M�O�g�:ÉHF;>�m;>LFE�@,IFD�?>=�:<B<g6;>LFLFD�RC8%:�9�:%kFE¢_

RDSUTDVXWZY\[]W
^_Sa`bYOcXd ?>EFLF]#O�gF@FHFLFD�;/IFD<g6EFI6:<H6:<X�D<g6EFkF;>?>S�D�;CO�H6:<B�LF;>LFEF;��2D�IF;>H6:<=�D�H
��;>?>?>;#gF@¢��D�IF;>H6:<=�D�H U H�96;>RFE;� y�D�X�;>H6:Y96HFD�X�LFD�]>D0IFD�H�@�96S�:�_

��� e,g�u\hmujiWw�u�� �~}�y�t¢rqi�}Ug�z�r�n¢rjhmr�xWw
� � $ ��+�3�5�� $ �É�b��������(���32�����$�)�����~+����+� $ � $ ��5Q� �����������+����� " �Y�$�/����3�5

��� $ ����5�����5����3 ���/��+'+����+� $ � $ ��)�*����É���F�����1� �Q��1���5 $ ������� $ � � �>��(�3 �������
����������������� $ ���+��� $�$ � " ������� " � $�$ � " *��T�������+� �������������1������5��������3��F��� !
$ ��5�1 � � "�� * $ ������� " ����*Ur 	 sÄ����. �É���F�����1� �Q���$��5�+����+� $ � $ ��5 ����������� �+��3�5����
�)��(���) ����� $ ������6� $ ��1N����������3����y�)������� " � $�$ ��)«���/������� ��� �C� ����� $�� � !
�6324 $ ��1�+����+� $ � $ ��) �É������� $ � " �'���������/����� $ � " ��*��'������3�������+�(�32��������� $�!
$ ��1¼����(���� ��� . �+��)p��� " ��������� ���$��4 " � � $ �F��������324 $ � � � ������� $ ��1 ���)��(����
" �$���+�N�$� $ � " �1��� $ �F���6324 $ �É� � �������/���É� �$�F���F��� �23�5 ��������(���32�����$�)����1
+����+� $ � $ ��)��>�����������+����� " �Y�$�/����3�5 ��
 �/������5 ��3 ���/�������$�)����1T���%�Q� $ ��)j�$� !
���F����>���Q�³�23�5 ��������(���32�����$�)����1³+����+� $ � $ ��)Q�y�����������+����� " �Y�$�/����3�5
���+�������/� �����¢5�� �:� �����/����� � �T����(���� �61 ./��./� �,����1������)�����/� �F� ��� � � � !
����)���+��:�
r � s * � ����� ����������������������� � � � ���! !���#"��������$� ��%&� � ��'������
r ( s �
� �)���*
�+ ��, + �������"r - s � ���*./�)%$0 ���!������1<r 2 s �435� �76 35���!18�9���;:��#<�=���> + �
1���� + ��> +@? �;3A�;:��B3�<�� 0 ���!��� + ����CD,E��' + ���! !������F .G+ ,H, + <��&��>I,J��18��KH�L'��!M
���8351��N1L����,J !�;��O + F 0 ��� + F + ���9��,J #�!PQ �,R�9F7�#<���� ?H0 : + ����>IFS� �

�T3A�!������CU���!V��� + 3�<��L,J����K 0 <���������KH�N'��!<���'��!���!V��!<���: + ,J18��KH� 0 ���!��� + M
�������� ��+�� 3�<�� 0 ���!��� + �����9,���' + ���! !������F .G+ ,H, + <��L���83A�

(
∂

∂t
−Bxγ

)m
u(x, t) = 0, x > 0, t > 0, (1)



	 ( � ��	��������
	������
KR3 +

γ ∈ R
�
γ > − 1

2

�
m � ���! 0 ���#<�=���� + :���, <����

Bxγ ≡ x−2γ−1 ∂

∂x
x2γ+1 ∂

∂x
=

∂2

∂x2
+

2γ + 1

x

∂

∂x

� 35����� + � + �������#<�=���> C���' + ���! !��� .G+ ,H, + <����H��,H, < + 35�����!��� , < + 3 0 PQON�#� ? �#M3A�;:����5���!C� !� 1�<5��,H,J��: + ,J18� + � +�� + ��� +
u(x, t)

0 ���!��� + ������� 	
� � 0 35���!< +  !���!M
����PQO +H+ ���;:��#<�=���>IF��

(
∂ku

∂tk

) ∣∣∣∣
t=0

= ϕk(x), x > 0, k = 0, . . . ,m− 1, (2)

�9KH���!����:���>IF��

(
∂2k+1u

∂x2k+1

)∣∣∣∣
x=0

= 0, t > 0, k = 0, . . . ,m− 1, (3)

0 , <���������F �JKR3 +
ϕk(x)

�
k = 0, . . . ,m−1, � ? �;3A�!����> + � + '�� + ��> ����> + � 0 ��1�M����� �

6  �F +  !��F ��:� !�@� ? �;3A�;:��#"U��V�O + CL + �������U35����� + � + �������#<�=���> " 0 ���!�!M
� + ����C$,�:���,J !��>IFS�9'������ ? ��� 35��>IFS����,J� 3 + ���E�!O ��"U��' + ���! !��� .G+ ,H, + <��9'��
� 35����CT��<�� � + ,J18�!<�=�1���F ' + � + F + ����>IF � ��,J��������>IF �!'�'��!���! !��F ��,H, < + 35�!M
���!�����$���!<�� +  �,R�4,J���� !� +  �,J !� 0 PQO +H+ ���� + KH���#<�=���� + '�� + ��V���� ? �����!��� +� �0 M
��= + � .G+ ,H, + <�� � � �� <���:�� + �� $ !���;35������������> "&F +  !� 35�����A3�<��&� +�� + �����
'���,J #�!�!< + ������C ? �;3A�;:�� '�����F + ����F4��' + ���! !���"! ��3 + C�� � ����V + ��� 35����V�����KH�
'������8351�� ��# �%$H !��F 0 ,J���;:��#<5�U'������ + 3 + F � + 18�� !����> + ,J����C�,J !���&$H !��KH� ��' + M
���! !����� �

')(+*�,.-�/.021�3�/54768/:9+-�;5< �>= 3:?:-�/.0
�  + ������� � '�����<��
� + ������" � ������18�4��,J'��!<�= ?H0 PQ �,R� ��� ? <���:���> + FS�!M

35������1��@�����D�D��V���V�O + �����&1�<5��,H,J��: + ,J1���"&��' + ���! !�������B���� + KH�����������!�����
�D35����� + � + �������������!�����&35����V�����KH�4'������8351�� � �  #�!1���F FS� 35������1��@������F
�� !����,R�� �,R�����E:���,J !����,J !������' + ���! !����>A! ��3 + C�� � ����V + ���&B �DC �

Iη,αf(x) =
2x−2(η+α)

Γ(α)

x∫

0

(x2 − ξ2)α−1ξ2η+1 f(ξ) dξ, (4)

KR3 +
α, η ∈ R

�
α > 0

�
η > − 1

2 , f(x) ∈ L1(0, b)
�
b > 0, Γ(α) � KJ��F7F7�#M

� 0 ��1������E! C�< + ��� �



� ���������������	� ��
	� ����D� ���������������� � ����� �� 	 (��
6 ,J��������> + ,J����C�,J !��� $H !��KH�N��' + ���! !�����EFS�
�@���E���!C� !�9�E���!V��� + B �DC �
6 ' + ���! !��������V����! !��> CL��' + ���! !��� 0 � - � ��'����

0 < α < 1
��F +H+  @���83

I−1
η,αg(x) =

x−2η−1

Γ(1− α)

d

dx

x∫

0

(x2 − s2)−αs2(η+α)+1 g(s) ds. (5)

#�0 ,J !=&� 0 ��1������
u(x, t)

'��@' + � + F + ������C
x
��F +H+  @� + '�� + ��> ����> + '����!M

� ? ��� 35��> + 35��'������8351��
2m

��1�<�PQ:��� + <�=��������/'��
t � '������8351��Q� + F + ��= � + �

: + F
m; L � <���� + C���> CB35����� + � + �������#<�=���> C ��' + ���! !���B<�PQV���KH� 18��� + :�M

����KH�9'������8351�� '��$' + � + F + ������C
t
��� +@? �!����,R��O ��C �� 

x � [Bxη ]0 = E, E �+ 35������:���> C9��' + ���! !�����
[Bxη ]

m = [Bxη ]
m−1[Bxη ] = [Bxη ][B

x
η ] . . . [B

x
η ] � m

M �
,J + ' + ��=E��' + ���! !����� .G+ ,H, + <�� �

� ���!V��� + B � C 35��1�� ? �!��> , < + 3 0 PQO � +  + ��� + FS> �
� - 3�/.-�� 0 �:( �"!$# �&%

α > 0 ' η > − 1
2 ' x2η+1[Bxη ]

ku(x, t)
���(�)��* ����� ! �,+.-


����
x→ 0

�
limx→0 x

2η+1 ∂
∂x [B

x
η ]
ku(x, t) = 0 ' k = 0, . . . ,m− 1

��:��*/�0�
(
L±Bxη+α

)m
I(x)η,α u(x, t) = I(x)η,α

(
L±Bxη

)m
u(x, t).

1 ��� # % 	2� ��32����� ��������4 #
x
	 ��
	� ����D� �0�

I
(x)
η,α

�)5��$��6����7��
	� �0�,+8����� !�9 ' 
��4����D� �����:����� # ��	 ! �7�<;��D��� ��
	� ����D� � 
� - 3�/.-�� 0 ')( �"!$# �&%

0 < α < 1, η > − 1
2 ' g(x) ∈ C2m(0, b),

b > 0, = ! ��4�>���� x2(η+α)+1[Bxη+α]
k+1g(x)

���(�)��* ����� ! �,+.-?
����
x → 0�

limx→0 x
2(η+α)+1 d

dx [B
x
η+α]

kg(x) = 0, k = 0, . . . ,m− 1
��:��*/�0�

[
Bxη
]m

I−1
η,αg(x) = I−1

η,α

[
Bxη+α

]m
g(x).

� :���,J !����,J !���A'����
η = − 1

2

� ��> '��!<�� + �����B��,J #�#<�=���> " 0 , <�������CB + �!M
� + FS> � ��F +H+  @F + ,J !�@���!� + ��,J !���

d2m

dx2m
I−1
− 1

2 ,α
g(x) = I−1

− 1
2 ,α

[
Bxγ
]m

g(x), γ = α− 1

2
. (6)

@�(.A /5<0B 3�C -�D5<.- 3�,.-�/.021�3�/.0 68/:9+-�;5<FE = 3:?:-�/.0
# � + 35'��!<��
�@��F �!:� !��� +�� + ��� + ? �;3A�;:�� � 	
�HG)� (��*, 0 O + ,J !� 0�+  � !  !��� +�� + M

��� + V 0 3 + FD��,J1��! !=E�E���83 +

u(x, t) = I
(x)

− 1
2 ,α
v(x, t), (7)

KR3 +
α = γ + 1

2 > 0,
�
v(x, t) � � + � ? � + ,J !���#�LK <5�;351��#� � 0 ��1������ �



	 (�� � ����� +��
	������
# � 3A,J #�!�!<���� � �@�S� 0 ���!��� + ��� + � 	
�S�@���;:��#<�=���> + 0 , <�������� � �%� ��� ? �! + F �

��,J'��!<�= ?H0 �4 + ��� + F 0 	@'����
L ≡ ∂

∂t

� 0 :��� !> ���#� 0 , <�������� � (�� ��'��!< 0 :���F
, < + 3 0 PQO 0 P ? �;3A�;: 0 ���#"��
�N3 + ����� � +�� + �����

v(x, t)
0 ���!��� + �����

(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)m
v(x, t) = 0, x > 0, t > 0, (8)

0 35���!< +  !��������PQO +H+ ���;:��#<�=���>IF��
(
∂kv

∂tk

) ∣∣∣∣
t=0

= Φk(x), x > 0, k = 0, . . . ,m− 1, (9)

�9� 35������� 35��>IF&KH���!����:���>IF��
(
∂2k+1v

∂x2k+1

) ∣∣∣∣
x=0

= 0, t > 0, k = 0, . . . ,m− 1, (10)

0 , <���������F �8KR3 +
Φk(x) = I−1

− 1
2 ,α
ϕk(x). (11)

�Q:��� !> ���#� KH���!����:���> +$0 , <�������� � 	���� � '���� 35�!<��@��F � 0 ��1������
Φk(x): +  !��>IF ��V���� ? ��F ���

x < 0
� '���� 35�!<�� + ����> + � 0 ��1������4��V�� ? ���;:���F : + M

� +H?
Φ̃k(x)

��
 ��KR3A��� � + ��"�� + CU'��!< 0 '�<���,J18��,J !�@'��!< 0 :���F ? �;3A�;: 0 ���#"��
�N3 + M
�����9� +�� + ����� 0 ���!��� + ����� � ��� � 0 35���!< +  !��������PQO +H+ ���;:��#<�=���>IF 0 , <���������F

(
∂kv

∂tk

) ∣∣∣∣
t=0

= Φ̃k(x), x ∈ R, k = 0, . . . ,m− 1. (12)

�G� + 3 + FD��V�� ? ���;: + �������

w0(x, t) = v(x, t), wk(x, t) =

(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)k
w0(x, t).

� $H !��"���V�� ? ���;: + ������" ? �;3A�;:�� � ��� ��� 	;�%��$H1��������#< + �� !��� , < + 3 0 PQO + C ? �;3A�;: +
�@���#"��
�N3 + ����� � 0 ��1�����C

wk(x, t)
�
k = 0, . . . ,m− 1,

0 35���!< +  !��������PQO ��"
,J��,J + F +�0 ���!��� + ����C

{
∂wk

∂t − ∂2wk

∂x2 = wk+1, k = 0, . . . ,m− 2,

∂wm−1

∂t − ∂2w−1

∂x2 = 0,
(13)

�9���;:��#<�=���>IF 0 , <���������F

wk(x, 0) = ψk(x), x ∈ R, k = 0, . . . ,m− 1, (14)



� ���������������	� ��
	� ����D� ���������������� � ����� �� 	 (��
KR3 +

ψk(x) =

k∑

j=0

(−1)jCjk Φ̃
(2j)
k−j(x), k = 0, . . . ,m− 1, (15)

Cjk = k!
[j!(k−j)!] �

V�������FS���#<�=���> + 18�%$ ��������� + �� !> �
# ���9� +�� + ����� ? �;3A�;:�� � 	 (�� ��� 	H- �G��,J'��!<�= ?H0�+  �,R�L, < + 3 0 PQON�#� < + F7F7� �
� -�� � 0 �:(�� # ���

g(x) ∈ L1(R) ' �D� � +8�&�7�<+8� # �D� ��D	2��� # ��	2�

1

4π

t∫

0

dη√
η(t− η)

+∞∫

−∞

exp

[
− (ξ − x)2

4(t− η)

]
dξ

+∞∫

−∞

g(s) exp

[
− (s− ξ)2

4η

]
ds =

=
t

2
√
πt

+∞∫

−∞

g(s) exp

[
− (s− x)2

4t

]
ds.

!  #��< + F7F7����'���, < + ,HF + ��> '������8351������� + KH�����������!�����U��'����!����C@:���,J !�
'���, < + 35� + KH� ���!� + ��,J !����� 35��1�� ? > ��� +  �,R�/� + '���,J� + 3A,J !� + ����>IFL��> :���, < + ��� + F
��� 0  !� + ��� + KH�E���� + KH���#<5�N'��&������F 0 < + B ����, � (!-�- C

+∞∫

−∞

exp
[
−pξ2 − qξ

]
dξ =

√
π

p
exp

(
q2

4p

)
, Re p > 0.


�+ ' + ��=��5'���, < + 35�����! + <�=����E� +�� �#�91��D�N35� +�0 ���!��� + ��� + ,J��,J + FS> � 	 (�� �
���;:������#�T, '���, < + 35� + KH���*�T��,J'��!<�= ?H0 �D���;:��#<�=���> +U0 , <�������� � 	H- ���D< + F*M
F 0 	������#"�� 35��F4� +�� + ��� +/? �;3A�;:��E� 	 (�� ��� 	H- � ��� �! + F � 0 :��� !> ���#�

w0(x, t) =
v(x, t),

'��!< 0 :���FD� +�� + ��� +�? �;3A�;:�� � ��� ��� 	;�%�G�E���83 +

v(x, t) =
1

2
√
πt

m−1∑

k=0

tk

k!

+∞∫

−∞

ψk(s) exp

[
− (s− x)2

4t

]
ds, (16)

KR3 +
ψk(x) �

� ? � + ,J !��> + � 0 ��1�����������'�� + 3 + <�� + FS> + ���!� + ��,J !����FS� � 	;2%� �
# ��������F7�#�E����������F7�!��� + : +  !����,J !=8� 0 ��1�����C

ψk(x)
�
k = 0, . . . ,m−1

�
���!� + ��,J !��� � 	 � � ' + � + '�� � + FT�E���83 +

v(x, t) =

m−1∑

k=0

tk

k!
vk(x, t). (17)



	H- � � ����� +��
	������
� 3 + ,J=

vk(x, t) =

+∞∫

0

ψk(s)G0(x, t, s) ds, (18)

G0(x, t, s) =
1

2
√
πt

{
exp

[
− (s− x)2

4t

]
+ exp

[
− (s+ x)2

4t

]}
.

�� !��V�> ��,H, < + 35�����! !=$'���� + 3 + ��� + � 0 ��1�����C
ψk(x)

�
k = 0, . . . ,m − 1

�
, 3 + <5� + F � + 18�� !����> + '�� + ��V���� ? �����!����� � � $H !��CE� + <�=�P ��� + 3 + F ��V�� ? ���;: + M
��� +

R+ = {x ∈ R : x > 0} � 35��1��D� + FT, < + 3 0 PQO 0 P< + F7F 0��
� -�� � 0 ')( �"!$# �&% = ! ��4�>���� ϕj(x) ∈ C2(m−j)−1(R+), j = 0, . . . ,m−

1,
�	��
��0� �	- 	���- ' ��* ��)���6�����- ' ��	 # ��
����
� 5 	2� �(��- � = ! ��4�>���� ϕj(x) �5�
�� �����(4��

2(m − j) − 1, j = 0, . . . ,m − 1,
	�4�� 9 6@�(�)����%����E��� ���� � 9 � # �

	 � ! ��% 
����
x = 0

��:��*/�0� � +8� 9 �<+8� # �D� ��D	2��� # ��	��

lim
x→0

x2α
d

dx

[
Bxγ
]p
ϕk−j(x) = 0, (19)

lim
x→0

[
Bxγ
]j
ϕk−j(x) = 0,

p = 0, . . . , j, j = 0, . . . , k, k = 0, . . . ,m− 1.
(20)

C
%$+  !� 35��F F7�! + F7�! !��: + ,J18��CE���83 0 1������@FS�
�@���Q35��1�� ? �! !=��;:� !��,J'����#M

� + 3�<������E, < + 3 0 PQO +H+ ���!� + ��,J !�����

(
1

x

d

dx

)k
f(x) =

k∑

j=1

(−1)j+1Akj
f (k−j+1)(x)

xk+j−1
, (21)

KR3 +
Akj �

'���,J !�;������> + ����'�� + 3 + <�� + FS> + � ? � + 1 0 ��� + �� !��> "L���!� + ��,J !���

A(k+1)1 = Ak1 = 1, k > 1,

A(k+1)j = (k + j − 1)Ak(j−1) +Akj , k > 2, j = 2, . . . , k,

A(k+1)(k+1) = (2k − 1)Akk = (2k − 1)!!, k > 1.

�7�!� + ��,J !��� � 	 ��� ' + � + '�� � + FT�E���83 +

h(x) = lim
x→0

x2α
d

dx

[
Bxγ
]p
ϕk−j(x) =

= lim
x→0

x1+2α

p∑

q=0

Cqp(2α)
p−q

(
1

x

d

dx

)p−q+1

ϕ
(2q)
k−j(x).



� ���������������	� ��
	� ����D� ���������������� � ����� �� 	H-�	
�Q:��� !> ���#� � ��	
� ����F +H+ F

h(x) =

p∑

q=0

Cqp(2α)
p−q

p−q+1∑

l=1

(−1)l+1A(p−q+1)l lim
x→0

ϕ
(p−q−l+2)
k−j (x)

xp−q+l−1−2α
.

# ����F + �����@1@'���, < + 35� + F 0 ���!� + ��,J !� 0 '����!����<�������'��� #�#<��
p−q+ l−1��� ? B 	�����, � ��� � C � 0 :��� !> ���#� 0 , <��������U35��1�� ? > ��� + FS��C@< + F7FS>���'��!< 0 :���F

lim
x→0

ϕ
(p−q−l+2)
k−j (x)

xp−q+l−1−2α
=

lim
x→0

x2αϕ
(2p+1)
k−j (x)

(−2α)p−q+l−1
= 0.

6  �,JPG3A�D, < + 3 0�+  D,J'����!� + 3�<�������,J != ���!� + ��,J !��� � 	 ��� � �7�!� + ��,J !��� � � ���
35��1�� ? > ���!PQ �,R� �!���#<���KH��:���� �

B
�+ ' + ��= '�� + ��V���� ?H0�+ F � 0 ��1������
ψk(x)

�
k = 0, . . . ,m−1.

� ,J��< 0 < + F*M
FS> �Q3�<��&� 0 ��1�����C

Φk(x)
��> '��!<�����PQ �,R� 0 , <��������E + ��� + FS> � ��# �%$H !��F 0 �

0 :��� !> ���#�L��V�� ? ���;: + ��� + � 	�	
�G�E������F 0 < 0 � � � �����!� + ��,J !��� � 	;2%�G'����
x > 0FS�
�@���E'�� + 3A,J #�!���� !=E�E���83 +

ψk(x) = I−1
− 1

2 ,α
fk(x), (22)

KR3 +

fk(x) =

k∑

j=0

(−1)jCjk
[
Bxγ
]j
ϕk−j(x), k = 0, . . . ,m− 1. (23)

� ��K <5��,J����������F 0 < + � 2%�G���!� + ��,J !��� � ���%�G' + � + '�� � + FT�E���83 +

ψk(x) = F ′
k(x), Fk(x) =

1

Γ(1− α)

x∫

0

(
x2 − s2

)−α
s2αfk(s) ds. (24)

������F +  !��KH����� ,J��< 0 < + F7FS> ��� ? ���!� + ��,J !���"� �!(��7, < + 3 0�+  ;��:� !� � 0 ��1�M
�����

fk(x)
'����

x > 0
V 0 3 0  � + '�� + ��> ����>IFS���8��KH���!����: + ����>IFS�U� 0 35���!< + M

 !��������PQ @���!� + ��,J !����F
fk(0) = 0, k = 0, . . . ,m− 1

��� , <�� 0 : + ,J !="$H !���� !�
� ? '���, < + 35� + KH�E���!� + ��,J !���N, < + 3 0�+  ;��:� !�

Fk(0) = 0
�
k = 0, . . . ,m− 1

�

�+ ' + ��=��S'�� 3A,J #�!�!<���� �B���!� + ��,J !��� � 	7������> ���D� + ��� +

ψk(x) = F ′
k(x)

�
� ? �! + F4'�����F + �����@'����!����<������� + KH�����������!�����N'���:���,J ��F �@'���������F7�#�E���
������F7�!��� + ���!� + ��,J !���

Fk(0) = 0
�
k = 0, . . . ,m− 1

��'��!< 0 :���F

vk(x, t) = −
∞∫

0

G0ξ(x, t, ξ)Fk(ξ) dξ.



	H-8� � ����� +��
	������
# � 3A,J #�!�!<�������> ���D� + ��� + � �#- ��� 0 ��1������

Fk(x)
�I'���, < + 35����C����� + KH���#<

� 0 :��� !> ���#�T���!������F + ��� 0 P ,R"�� 35��FS��,J != ���� + KH���#<������7F + ��� + F '������835��1
���� + KH�����������!�������

vk(x, t) = − 1

Γ(1− α)

+∞∫

0

fk(s)s
2αG1(x, t, s) ds, (25)

KR3 +

G1(x, t, s) =

+∞∫

s

G0ξ(x, t, ξ)
(
ξ2 − s2

)−α
dξ. (26)

�G> :���, <���FT���� + KH���#< � � � � ��# ����F + ����� ������F 0 < 0 B ����, � -82�	 C

+∞∫

0

e−aλ
2

cos(bλ)dλ =

√
π

4a
exp

[
− b2

4a

]
, Re a > 0,

� 0 ��1�����P
G0(x, t, s)

'�� + 3A,J #�!����FT�E���83 +

G0(x, t, ξ) =
2

π

+∞∫

0

e−tλ
2

cos(xλ) cos(ξλ) dλ.

6  �,JPG3A� ��> :���, <���FL'������ ? ��� 35� 0 PD'��
ξ
�H��'��!< 0 : + ����� + ��> ���D� + ��� + � 0 ��1�M

�����
G0ξ(x, t, ξ)

'�� 3A,J #�!����F&� � � � � � � �! + F ��'���������F7�#�L���E������F7�!��� + ���!�!M
����F + ��� 0 P ,R"�� 35��FS��,J != ���� + KH���#<�������F + ��� + FD'������835��1 ���� + KH�����������!����� �
# ��, < + $H !��KH����'�����F + �����E������F 0 < 0L%$+ < + ��� � � ��������� B �8��, � ��( C ����> :���, M
<���FT��� 0  !� + ������C9���� + KH���#< � � � +H?H0 <�=# #�! + '��!< 0 :���F

G1(ξ, s, t) = −2
1
2−α√
π

Γ(1− α)s
1
2−α×

×
+∞∫

0

e−tλ
2

λα+
1
2 Jα− 1

2
(λs) cos(xλ) dλ,

(27)

KR3 +
Jν(t) �

� 0 ��1������ .G+ ,H, + <��L' + ������KH�N��� 3A� '������8351��
ν
B �8��, � 	;� C �


�+ ' + ��=���'�� 3A,J #�!�!<���� � ��2%� � � 	)�@� ��� � 	)�@� � � �@� ��'���, < + ,HF + ��> '������8351��
���� + KH�����������!��������'��!< 0 :���F

u(x, t) = − 2x1−2α

Γ(α)Γ(1− α)

m−1∑

k=0

tk

k!

∞∫

0

fk(s)s
2αG2(x, t, s) ds, (28)



� ���������������	� ��
	� ����D� ���������������� � ����� �� 	H-�(
KR3 +

G2(x, t, s) =

x∫

0

(
x2 − ξ2

)α−1
G1(ξ, t, s) dξ. (29)

�N�#< +H+ '�� + ��V���� ?H0�+ F ������F 0 < 0 � � ��� � � $H !��C�� + <�=�P '�� 3A,J #�!�!<�� + F�� ���@�
� � � ���7� F + ��� + F&'������835��1U���� + KH�����������!����� ��� �! + F �8��> :���, <���� ��� 0  !� + ��M
����C9���� + KH���#<B,/'���FS��O =�PA������F 0 <�> #�0 ��,H,J����� B �8��, � ��( C ����F +H+ F

G2(x, t, s) = −1

2
Γ(α)Γ(1− α)

( s
x

) 1
2−α×

×
∞∫

0

e−tλ
2

Jα− 1
2
(sλ)Jα− 1

2
(xλ)λ dλ.


�+ ' + ��=�� 0 :��� !> ���#� ������F 0 < 0 B �8��, ��� � C

∞∫

0

e−tλ
2

Jν(sλ)Jν(xλ)λ dλ =
1

2t
e−

x2+s2

4t Iν

(xs
2t

)
,

Re ν > −1, Re t > 0,

��F +H+ F

G2(x, t, s) = − 1

4t
Γ(α)Γ(1− α)

( s
x

) 1
2−α

e−
x2+s2

4t Iα− 1
2

(xs
2t

)
, (30)

KR3 +
Iν(z) �

FS� 35�����������������!�����#� � 0 ��1������ .G+ ,H, + <��L'������8351��
ν
B � C �

# � 3A,J #�!�!<���� � 0 ��1�����P � ( ���/�E������F 0 < 0 � � ���/� 0 :��� !> ���#�4� + ���!� + ��M
,J !���

α = γ+ 1
2 < 1

�
γ > − 1

2 ,
��18����:��! + <�=��������#"�� 35��F � +�� + ��� + '���,J #�!�!M

< + ������C ? �;3A�;:�� � 	
�HG)� (�� '���� |γ| < 1
2

�

u(x, t) =
x−γ

2t

m−1∑

k=0

tk

k!

+∞∫

0

fk(s)s
γ+1 exp

(
−x

2 + s2

4t

)
Iγ

(xs
2t

)
ds, (31)

KR3 +
fk(x) �

� ? � + ,J !��> + � 0 ��1�����������'�� + 3 + <�� + FS> + ���!� + ��,J !����FS� � �!(�� �
��? 35��1�� ? �!������KH� ��> � + , < + 3 0�+  ;� :� !�B,J'����!� + 3�<������L, < + 3 0 PQON�#�  + �!M

� + F7� �



	H-�- � ����� +��
	������
� - 3�/.-�� 0 @�( �"!$# �&% |γ| < 1

2

�
ϕj(x) ∈ C2(m−j)−1(R+) ' j =

0, . . . ,m−1,
�8	 # ��
����
� 5 	2� �(��- � = ! ��4�>���� ϕj(x) �5� 
�� �����(4�� 2(m−j)−1 '

j = 0, . . . ,m− 1,
	�4�� 9 6@�(�)����%�������� ���� � 9 � # � 	:� ! ��% 
����

x = 0
)�:��*/�0�

= ! ��4�>�� � u(x, t) ' ��
��0� ����� �	�,+ � � ��D	2��� # ��	2�)+ (31) ' ��	�� �	�7� # � 4��$� #&# �6����# 4�� + �0� � �����	�,+ 57���0��6@� (1) � (3) 
�����
	��������	���� # ���

m = 1
������F 0 <5� � (�	
�/,J����'��;3A� +  L,�������F 0 <���C

���!V��� !> B - C ��'��!< 0 : + ������CU35� 0 KH��F F +  !� 35��F �
�����
	��������	���� !  !�� QF +  !� 3EFS�
�@���I'�����F + ���� !=Q��1�� +�� + ����P ? �;3A�;:��

��� � �N3�<�� FS����KH��F + ������KH��'��!<���'��!���!V��!<���: + ,J18��KH� 0 ���!��� + ����� , ��' + ���! !�!M
����F .G+ ,H, + <�����3 + C�,J !� 0 PQO ��F&'�� ��, + F&'�����,J !���!��,J !� + ����>IF ' + � + F + ����>IF �

� <51�-�/.021��)/.0
������� �"!$#$%$#'&)(+*,(.-0/$13254�6�7$8$9$:'/$6�;39$8$<+=$8$>�?A@"13254�8$<+8$9"B3?�?C25D�<E?C25D�9$7$<+F+:.6�=HG�9$I+9"J
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9HIE2 rs2E732)v�65J
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h :��� #� +  �,R�B� ? � + ,J !��>IF � ,HF � �5���!'�����F + ���5B i C � �5:� !�U��'��!<�� + � + '�� + ��> �!M

��� + �!<��
� + ��� + $H� + ��K +  !��: + ,J18��KH�'�����,J !���!��,J !������'������
�N3 + ������KH� '��!<��!M
�@�� + <�=����&��'�� + 3 + < + ����>IF ��' + ���! !������F �7�&��,R"�� 35��� + '�����,J !���!��,J !��� 3A�#M
+  ��� ? FS�
�@����,J !=B,U'���FS��O =�P ? �;3A�!�����&�� !��� � + �����D:���,J !��:�����KH� '������83�M
1��4��� FS���
� + ,J !� + '��!<��
�@�� + <�=����4��'�� + 3 + < + ����> " ��' + ���! !������� �%� + ���� !=
,J��V�,J !� + ����> +9? ���;: + ����� ��' + ���! !�����&,J��V�,J !� + ����>IFS� ? ���;: + ������FS� ��' + ���#M
 !�����TV��!< +H+ '�����,J !��KH�  !��'�� � � ���!V��� + B j C i ����� K � ����,H,HFS�� !� + ��� ? �;3A�#M
:��lk  0 ��F7� � ��� 0 ����<�<�� 3�<�� 35����� + � + �������#<�=�����KH� 0 ���!��� + ����� �� !�!M
����KH�$'������8351��$,U� + '�� + ��> ����>IFS�&18�%$ ��������� + �� #��FS�&'����435����V���> " '����!M
� ? ��� 35��> " � F*<5�;3 � ��" :�< + ���#" � � ��1�� ? �!�����#� �T���!V��� + B ( C j �`i � K � '��!M
< 0 ��KH���!����: + ������,J != ,J��� ?H0 ��' + ���! !�����D35����V�����KH�D35����� + � + �������������!�������
3 + C�,J !� 0 PQO + KH�@�U� + ,J������FT'�����,J !���!��,J !� + � + V + KJ�@, 0 F7FS��� 0�+ FS> "$,�1����;3�M
���! !��F � 0 ��1�����C��)3A� +  4��� ? FS�
�@����,J != ' + � + � + ,J !� � + 18�� !����> + 1�<5��,H,J��: + M
,J1�� + � +H?H0 <�=# #�! !>  + ��������'��!<��
�@�� + <�=���� ��'�� + 3 + < + ����> "/��' + ���! !������� 3�<��
��' + ���! !������35����V�����KH��35����� + � + �������������!��������'��!< 0 ��KH���!����: + ������KH�N,J��� ?H0��



� ��� �(���)+ +8�7�D� ������>	����4��&��� # �&� # ��� # ��	2������- 3�5��$��6�������� iH-2�
� :���,J !����,J !��� ���D�@��� +N? ���;: + ��� + ��F +H+  9����'�����,��9��'��!<�� + � + '�� + ��> ������F
�!<��
� + ����� $H� + ��K +  !��: + ,J18��KH�E'�����,J !���!��,J !������'������
�N3 + ������KH�N��' + ���! !������F
35����V�����KH��35����� + � + �������������!�������8�E��,R"�� 35��� + '�����,J !���!��,J !�����

.G0 3 + F '��!<5�!KJ�! !=
α ∈ (0, 1)

�
x ∈ (a, b) = Ω ⊂ � ������ + KH�����������#M��� + , < + 3 0�+  B'�������F7�! != �4,HFS>I, < + � + V + KJ��� ��<��&< + ����,J !��������� + KH���),J���� #M

� +  �,J !� + ����� '����!����,J !��������� + KH���)35����V�����KH������ + KH���#<5� '������8351��
α
V 0 3 + F

��,J'��!<�= ? �����! != � ,HF	��B - C � , < + 3 0 PQO
� + ��V�� ? ���;: + �������

(Iαa+u)(x) =
1

Γ(α)

x∫

a

u(t)

(x− t)1−α
dt,

(Iαb−u)(x) =
1

Γ(α)

b∫

x

u(t)

(t− x)1−α
dt.

��<��E< + ����,J !��������� + C���,J���� !� +  �,J !� + ������'����!����,J !��������� + C��;35����V�����C@'������ ? M
��� 35����C '������8351��

α

(Dα
a+u)(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

x∫

a

u(t)

(x− t)α
dt,

(Dα
b−u)(x) = − 1

Γ(1− α)

d

dx

b∫

x

u(t)

(t− x)α
dt.

�)�!12� + V 0 3 + FD����,H,HF7�! !�������! !=E, 0 F7F 0 ��' + ���! !��������35����V�����KH��3����� + � + ��M
�����������!�����

Dα
abu = Dα

a+u+Dα
b−u.h < + 3 0 � B ( C ������,H,HFS�� !����FTV���<���� + C�� 0 P ������F 0

h[u, v] =
1

2

〈
Dα
a+u, v

〉
L2

+
1

2

〈
u,Dα

a+v
〉
L2
.

�)��F � + 35��1�� ? �!�����5:� !�9'��!�����A��V���� ? �����!�����#�L3A�!������C V���<���� + C�����C ������M
FS��C���<���� + C���>IF$FS���
� + ,J !����F

Iαa+(L2)
� ��V���� ?H0�+  0 ���� #�!����� + � '�� + 35K���<�=!M

V + �� !����� � '�����,J !���!��,J !���

Nα(L2) :=
{
u, v : u, v ∈ Iαa+(L2), 〈u, v〉Nα(L2) = h[u, v]

}
.

�AB 2 C 35��1�� ? �!������:� !�
Nα(L2) �

'��!<���� + K���<�=�V + �� !�����N'�����,J !���!��,J !�����



iH-�� � ! 4 ! � 4������ �� 
6 V�� ? ���;:���F : + � +H?

λn
,J��V�,J !� + ����> +? ���;: + ����� ��' + ���! !����� ? �;3A�;:��

k  0 ��F7� � ��� 0 ����<�<��T3�<�� 3����� + � + �������#<�=�����KH� 0 ���!��� + ����� �� !������KH�
'������8351��N,Q35����V���>IF �L'������ ? ��� 35��>IF �L�@F*<5�;3 � ��"L:�< + ���#"

Au = − d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q0D

α
abu, (1)

u(x) ∈ C2(Ω̄), u(∂Ω) = 0, (2)

,J�@, < + 3 0 PQO
��F �9'�� + 35'��!<��
� + ������F �L�� !����, �� + <�=����E18�%$ ��� ����� + �� !�����

p(x) ∈ C1(Ω̄), p0 6 p(x) 6 p1, p0, q0 = const, p0, q0 > 0. (3)

.G0 3 + F9 #�!12� + ����,H,HF7�! !�������! != ��,J'���FS��KJ�! + <�=�� 0 P ? �;3A�;: 0 k  0 ��F7� � ����M
0 ����<�<��&�$ + ��F �����#" � (��Q3�<��&18�%$ ��� ����� + �� !��� �D,@1���� + ��>IF � 0 , <���������M
F � � j%� �5,J��V�,J !� + ����> +�? ���;: + �����9��' + ���! !�����E18�� !������CL��V�� ? ���;:���FT1��!1

µn.6 ' + ���! !���L��,J'���FS��KJ�! + <�=�����C ? �;3A�;:�� ��F +H+  E���83

Bu = − d

dx

(
p0
du

dx

)
+
q0(b− a)−α

Γ(1− α)
. (4)

')(ed��@,.3$� 3��
021�-�B	�$D54"-��)1 f�-�/(C 9+-�D5<�

� -�� � 0 �:( � 
	� ����D� �

A

��������"�(�)����%�������
��0� �����	������- ��

C
6 V!<5��,J !=&��'�� + 3 + < + ����� ��' + ���! !�����

A
���!<�� +  �,R� ��,JPG3 0 '�<��� !��>IF

FS���
� + ,J !����FT�
L2
��$H !� , < + 3 0�+  � ? ��1�<�PQ: + �����

C∞
0 ⊂ D(A)

� # ��1��D� + F �
:� !�@��' + ���! !���

A
, ��F7F +  !����:���> C � ��<��

u, v ∈ D(A)
��F +H+ F

〈Au, v〉0 = −
b∫

a

v
d

dx

(
p(x)

du

dx

)
dx+

+ q0

b∫

a

vDα
a+u dx+ q0

b∫

a

vDα
b−u dx.

# ����F + ����� 3�<��D' + ������KH�B, <5�!KJ� + FS��KH�$'����!����C :���,J �D'���, < + 35� + KH�B���#M
� + ��,J !��� ������F 0 < 0� ��������� �  #�!12� + ��,J'��!<�= ?H0 � , < + 3A,J !��� + j  + ��� + M
FS>�j � -�� ? B -���� � 2 i C 3�<��  !� +  != + KH�&, <5�!KJ� + FS��KH� � ? �!18��������,J !=4'�����F + � + M
����� , < + 3A,J !�����,jB35��1��D� + F ���2� + � � ��F +H+ F , ��F7F +  !����:���� + ��> ���D� + ��� +



� ��� �(���)+ +8�7�D� ������>	����4��&��� # �&� # ��� # ��	2������- 3�5��$��6�������� iH- �
3�<��

u, v ∈ D(A)
�

〈Au, v〉0 =

b∫

a

p(x)
dv

dx

du

dx
dx+ q0

b∫

a

vDα
a+u dx+ q0

b∫

a

uDα
a+v dx. (5)

� ��1��D� + F ? �!18��������,J != '�����F + � + ����� , < + 3A,J !����� j  + ��� + FS>#j � - � ?
B -�� � �Q2 i C � ��<�� $H !��KH� '���1��D� + F � :� !� '���� 0 , <���������" � j%� ��F +H+  F + ,J !�
u ∈ Iαb−(Lp)

�
v ∈ Iαa+(Lq)

� 1
p + 1

q 6 1 + α.
!  !�DV 0 3 +  T, < + 35�����! != � ?

� 0 �83A��F + �� #�#<�=�����,J �@'���, < + 35�����! + <�=�����,J � {ψε(x)}
� ,HF	��B -�� � � i7�`i��%������M

F 0 <5� � i (�� �@� C �@�
Lp.

# �!<��
� ��F
u ∈ C2(Ω̄),

��,J'��!<�= ? �����!�&��V���V�O + ����� +
� + ���!� + ��,J !��� % ����18����,J18��KH���!3�<��

ε1 > ε2 > 0
��F +H+ F

( b∫

a

|ψε1(x)− ψε2(x)|p dx
) 1

p

=

=

( b∫

a

∣∣∣∣∣

b∫

x+ε1

u(x)− u(τ)

(τ − x)α+1
dτ −

b∫

x+ε2

u(x)− u(τ)

(τ − x)α+1
dτ

∣∣∣∣∣

p

dx

) 1
p

=

=

( b∫

a

∣∣∣∣∣

x+ε2∫

x+ε1

u(x)− u(τ)

(τ − x)α+1
dτ

∣∣∣∣∣

p

dx

) 1
p

=

=

( b∫

a

∣∣∣∣∣

ε2∫

ε1

u(x)− u(x+ t)

tα+1
dt

∣∣∣∣∣

p

dx

) 1
p

6

6

ε1∫

ε2

t−α−1

( b∫

a

|u(x)− u(x+ t)|p dx
) 1

p

dt 6

6 ‖u‖C1(Ω̄)

ε1∫

ε2

t−α dt 6
M

−α+ 1

(
ε−α+1
1 − ε−α+1

2

)
.

(6)

 �0 �83A��F + �� #�#<�=�����,J != {ψε(x)} � ε→ 0,
35��1�� ? �!�����#�T, ��< 0 '��!<����� !>

Lp(Ω), 0 O + ,J !� 0�+  
ψ0(x) ∈ Lp(Ω) : ψε(x)

Lp−→ ψ0(x),
� ? : + KH�

u(x) ∈ Iαb−(Lp)
�

1 6 p < ∞,
�9, ��< 0  + ��� + FS><i (�� j � ? B -�� � � i7��( C � � ��1�� ? �! + <�=�,J !���U'�����M

���;3�< + �@����,J �
v ∈ Iαa+(Lq)

�
1 6 q <∞,

'��!<�����,J !=�P �!���#<���K���:������



i;2 � � ! 4 ! � 4������ �� 
� ��1�� ? �! + <�=�,J !��� ��� ? FS�
�@����,J � '�����F + � + ����� , < + 3A,J !�����4j  + ��� + M

FS> j � - � ? B -�� � � 2 i C ? �!� + � � + ����� � ? � 2%�N'��!< 0 :���F '�� + 3A,J #�!�!< + ��� + 3�<��
������FS> �

HA
�

‖u‖2HA
= 〈Au, u〉0=

b∫

a

p(x)

(
du

dx

)2

dx+2q0

b∫

a

uDα
a+u dx, u∈D(A). (7)

6 � + ����F ,J��� ?H0 ' + ����� + �&�� !����� + , <5�!KJ� + FS> + '����!����C4:���,J �&'���, < + 35� + KH�
���!� + ��,J !����� ��<�� $H !��KH� ��,J'��!<�= ?H0�+ F 3�<�� ' + ������KH� � �� !������KH�9, <5�!KJ� + FS> "
,J���� !� +  �,J !� + ������� + ���!� + ��,J !���  ���835����"8,H� � ,HF	��B � � � ��(!-�-��� + ��� + F7� ( ��� j C �
�&'��!< 0 ��KH���!����: + ������,J !=$,J��� ?H0 ��' + ���! !����� 35����V�����KH� 3����� + � + �������������#M
����� � ,HF	��B (���< + F7F7��i�� i C � � ��F +H+ F&� + ���!� + ��,J !����'��!<��
� �� + <�=�����CU��'�� + 3 + M
< + ������,J ���

〈Au, u〉0 > λ2‖u‖20, λ =

(
p0

(b− a)2
+
q0(b− a)−α

Γ(1− α)

) 1
2

.

�)�!1���FB��V���� ? ��F � FS>D'���1�� ? �#<���� :� !�I3�<�� ��' + ���! !�����
A
��F +H+  �F + ,J !�/� + ���#M

� + ��,J !��� '��!<��
� �� + <�=�����C���'�� + 3 + < + ������,J ���
D(A) = L2,

��' + ���! !���
A
, ��F*M

F +  !����:���> C � h < + 35�����! + <�=������ ��' + ���! !���
A
'��!<��
� �� + <�=����T��'�� + 3 + < + ��M

��> C �
B

� -�� � 0 ')(
HA

4��)4 +.������� # ��	2��;,�	�,+8���(�D�
	 # �
	�
$���0���7� # 
���� # � ��)���
# ��	2�)+ ◦

W 1
2 (Ω).

C
# � + 35'��!<��
� ��F �8:� !�

u ∈ HA
� # �E + ��� + F + -�� (�� j � ? B i���� � � � C , 0 O + M

,J !� 0�+  '���, < + 35�����! + <�=�����,J != {un}∈D(A)
 #�!1��#���J:� !� ‖un+m−un‖HA

→0
�

‖un−u‖L2 → 0
� ��,J'��!<�= ?H0 ��'�� + 3A,J #�!�!< + ��� + � �@�A3�<�� ������FS>D�

HA
� ��F +H+ F

‖un+m − un‖2HA
=

b∫

a

(
u′n+m − u′n

)2
p(x) dx+

+2q0

b∫

a

(un+m − un)D
α
a+(un+m − un) dx, {un} ∈ D(A).

(8)

# ��,J18�!<�=�1 0 �9, ��< 0 < + F7FS>;i�� i B ( C �� !����� + , <5�!KJ� + FS� + '����!����C :���,J �4'��!M
, < + 35� + KH�E���!� + ��,J !��� � + �� !�������! + <�=������� !�

∥∥u′n+m − u′n
∥∥2
L2

6
1

p0

b∫

a

(
u′n+m − u′n

)2
p(x) dx → 0. (9)



� ��� �(���)+ +8�7�D� ������>	����4��&��� # �&� # ��� # ��	2������- 3�5��$��6�������� i;2 i
h < + 35�����! + <�=������H�/, ��< 0 '��!<����� !>D'�����,J !���!��,J !���

L2
, 0 O + ,J !� 0�+  $J< + F + �� 

u1 ∈ L2
 #�!18��C��8:� !�

u′n
L2−→ u1.

� + , <��
�@��� '���1�� ? �! != � ,HF	� �����!'�����F + ���)B i��
� ��� j C � ��:� !�

un(x) ⇒ u(x), u(x) =

x∫

a

u1(t) dt = −
b∫

x

u1(t) dt. (10)

� ? : + KH� , < + 3 0�+  ;�Q:� !�
u(x) ∈ W 1

2 (Ω)
�
u(a) = u(b) = 0,

� ? ���;:��� ;�

u(x) ∈
◦
W 1

2 (Ω).
#�0 ,J !=  + ' + ��=

u ∈
◦
W 1

2 ,
'���1��D� + F � :� !�

u ∈ HA.
h ��K <5��,J���T + ��� + M

F + -�� (�� j�� ? B i�� � � � � C 35��,J #�! !��:���� '���1�� ? �! !=���:� !�E, 0 O + ,J !� 0�+  �'���, < + 35�����#M
 + <�=�����,J != {un} ∈ D(A)

 #�!1��#���8:� !�

‖un+m − un‖HA
→ 0, ‖un − u‖L2 → 0. (11)

# ����F + ����F F +  !� 3L35��1�� ? �! + <�=�,J !����� ��,J'��!<�= ? �����!����> C � B i�� � ����( C � �L��� ? M
<��
� ��F '������ ? ��� 35� 0 P

u′
� ���83  �0 ��= + '�� 18��, ��� 0 ,H��F � $H !�&��� ? FS�
�@�����

'���,J18�!<�=�1 0
u′ � $J< + F + �� E'�����,J !���!��,J !���

L2
� �

u′(x) =
∞∑

k=1

ak cos kπ
x− a

b− a
, (12)

a0 = 0,
'���,J18�!<�=�1 0

u(∂Ω) = 0.
���� + KH����� 0 �$'���:�< + �����U���83  �0 ��= + � i j%� �

'��!< 0 :���F

u(x) =

∞∑

k=1

bk sin kπ
x− a

b− a
, bk =

ak(b− a)

kπ
. (13)

���!1 � ? � + ,J !��� � ?  + �������9���835���  �0 ��= + �����83 � i (��G,R"�� 3�� �,R� ���!������F + �����
� ,HF	� B �8� � �A-82��A + ��� + F7� -�- C � � 6 V�� ? ���;:����U:���,J ��:���> + , 0 F7FS> ���835��� � i j%�
� � i (�� 1��!1

u′n
�
un

,J���� !� +  �,J !� + ������� ��F +H+ F

‖un+m − un‖2HA
= ‖(un+m − un)

′‖2L2
+ ‖un+m − un‖2Nα(L2)

,

{un} ∈ D(A).

#�+ ����� + , <5�!KJ� + FS� + '����!����C/:���,J ��'���, < + 35� + KH� ���!� + ��,J !��� ,J !� + F �� �,R��1�� 0 M
<�P � , ��< 0 ,R"�� 3��FS��,J �9'��U������F +

L2
���83A�E� i j%� � 6 � + ����F �� !����� + , <5�!KJ�#M



i;2aj � ! 4 ! � 4������ �� 
+ FS� + � ��,J'��!<�= ?H0 �$� + ���!� + ��,J !��� ��� � � � .G0 ����18����,J18��KH���5, 0 : +  !��F < + F*M
FS> j � j � ? B -�� � ��-�( C �9 + ��� + FS>(�� 2
� ? B -�� � � � - C � ��F +H+ F

‖un+m − un‖2Nα(L2)
=
〈
un+m − un, D

α
a+(un+m − un)

〉
0
=

=
〈
un+m − un, I

1−α
a+ (un+m − un)

′〉
0
6

6 ‖un+m − un‖0 ‖I1−αa+ (un+m − un)
′‖0 6

6 C‖un+m − un‖0 ‖(un+m − un)
′‖0,

(14)

� ? : + KH��, < + 3 0�+  ;�;:� !�/�� !����� + , <5�!KJ� + FS� +  #�!12� + ,J !� + F �� �,R�N1N� 0 <�P �/, ��< 0
,R"�� 3��FS��,J ���

L2
���835��� � i j%� � � i (�� � � ? ,R"�� 3��FS��,J ��'��/������F + '�����,J !���!��M

,J !���
L2

���83A� � i (��G #�!12� + , < + 3 0�+  
‖un − u‖L2 → 0.

% > '���1�� ? �#<����):� !� , 0 O + ,J !� 0�+  B'���, < + 35�����! + <�=�����,J != {un} ∈ D(A)
,J�

,J����C�,J !����F � � iai
� � ? ���;:��� ;�
u ∈ HA. B�����
	��������	 ��� ��,J'��!<�= ?H0 � � + ���!� + ��,J !���D'��!<��
� �� + <�=�����C ��'�� + 3 + M

< + ������,J �93�<��$��' + ���! !�����N35����V�����KH�N3����� + � + �������������!����� � ,HF	�5B (���< + F*M
F7�
i�� i C � '����B�%� + ��1 + ,J��� ?H0 ������FS>

HA
�B� + ���!� + ��,J !���E� iH- � '����B�%� + ��1 +

,J� + ��" 0 ������FS>
HA

�)'�����F + �����D� + ���!� + ��,J !���  ���835����"8,H���*FS�
�@���935��1��#M
? �! !=�$H1��������#< + �� !����,J !=N������F

HA
� ◦
W 1

2 .
� -�� � 0 @�( � � � = ! ��4�>���� u ∈ HA

� +8�&�7� +8� # �D�<
��0� � # �&�D	��	�����	�8�(� �
��� �(+.-

(7)


C
� ��1��D� + F � :� !� � �@�U� + ����� 3�<�� <�PQV���C � 0 ��1������

u ∈ HA.
6 V��!M

? ���;:���F �83 + �#<�=���> C $J< + F + �� � ,HF	�8B ��� � ��j�2 C � � '��!< 0 : + ����> C � � +H?H0 <�=!M
 #�! + '���'��!<�� + ����� 0 ���� #�!������KH� '�����,J !���!��,J !����� ��V���� ? �����!������KH� '��!����C
(‖ · ‖HA

,D(A)) ,
: + � +H?

u∗
� � ��F +  ��F ��:� !�E� �@� FS�
�@���@' + � + '���,H�! !=E�@ + ��M

F �����#" ������FT'�����,J !���!��,J !���
‖un‖2HA

= ‖u′n‖2L2(Ω,p)
+ 2q0‖un‖2Nα(L2)

. (15)

h 0 O + ,J !� 0�+  '���, < + 35�����! + <�=�����,J != {un} ⊂ D(A)
�
un

HA−→ u∗.
h ��� ?H0

? ��F +  ��F � :� !� � ? ,J����C�,J !� ������FS> 0 ���� #�!������KH�T'�����,J !���!��,J !��� , < + 3 0�+  
‖un‖HA

→M
� ������F7�#<�=����I'��!<5�!KJ� + F ‖u∗‖HA

=M,
 #�!1���F$��V���� ? ��F ����, M

'�����,J !���!�����B������F 0 ‖ · ‖HA

��� $J< + F + �� !>��A� + '��������;3�< + �E�!O
� + ��V!<5��,J �
��'�� + 3 + < + �����D��' + ���! !�����

A
� �7� , ��< 0 ,R"�� 3��FS��,J �D'���, < + 35�����! + <�=�����,J !=

{un}
� 0 �83A��F + �� #�#<�=������N'�����,J !���!��,J !� +

HA.
!  !�����N,J����P��: + � + 35=����!< + M

: +  ;��1��!1 V�> <��N'���1�� ? �!�����N"�� 3 + 35��1�� ? �! + <�=�,J !����< + F7FS> j���, 0 O + ,J !�������#M
��� + � 0 ��1������

u ∈
◦
W 1

2

 #�!18��C���:� !�
un

W 1
2−→ u.

� ?Q0 , <�������� � (��7����18�%$ ��� ��M
��� + �� 

p(x)
, < + 3 0�+  $H1��������#< + �� !����,J != ������F

L2(Ω)
�
L2(Ω, p).

� ���;:��� ;�



� ��� �(���)+ +8�7�D� ������>	����4��&��� # �&� # ��� # ��	2������- 3�5��$��6�������� i;2!(

u′n
L2(Ω,p)−→ u′,

� ? : + KH����� ,J����P ��: + � + 35=��5, 0 : +  !��F ,J����C�,J !���N������FS> , < + M
3 0�+  

‖u′n‖L2(Ω,p) → ‖u′‖L2(Ω,p). (16)
# ��1��D� + F ��:� !� ‖un‖Nα(L2) → ‖u‖Nα(L2).

6 � + �������#�B'��!<�����,J !=�P �!���#<��!M
K���:���� � iH- � � ��F +H+ F

‖un − u‖2Nα(L2)
=
〈
un − u,Dα

a+(un − u)
〉
0
=

=
〈
un − u, I1−αa+ (un − u)′

〉
0
6 ‖un − u‖0

∥∥I1−αa+ (un − u)′
∥∥
0
6

6 C‖un − u‖0 ‖(un − u)′‖0.
(17)

� ? : + KH�@, < + 3 0�+  
un

Nα(L2)−→ u.
��,J'��!<�= ?H0 �U��V�O
� + ,J����C�,J !��� ������FS>�����F +H+ F

‖un‖Nα(L2) → ‖u‖Nα(L2). (18)

6 , 0 O + ,J !�!<����N'�� + 3 + <�=���> C@' + � + "�� 3@��< + ����C �E'����!����CE:���,J � � i;2%�S, 0 : + M
 !��F � i � � � � i7��� � ��F +H+ FT'�� + 3A,J #�!�!< + ��� + 3�<��9������FS>�

HA
�

‖u∗‖2HA
= ‖u′‖2L2(Ω,p)

+ 2q0‖u‖2Nα(L2)
. B (19)

�����
	��������	O��� � ��1�� ? �! + <�=�,J !���I, 0 O + ,J !�������!������'�� + 3 + <5� � i7���)FS�
�EM
���&'������ + ,J � 35� 0 K���F ,J'���,J��V���F �7'���' 0  !���D�� �F +  ��� ���� + � + ,J��> C ���!1� �

� ��1��D� + F ��1�<�PQ: + ��� + ◦
W 1

2⊂ Iαa+(L2)
��!  !� V 0 3 +  , < + 35�����! != � ? � 0 ��M

3A��F + �� #�#<�=�����,J �4'���, < + 35�����! + <�=�����,J � {ψε(x)}
� ,HF	��B -�� � � i7�`i��)������F 0 M

<5� � i (�� �@� C �N�
L2.

# ���� !�������&35��1�� ? �! + <�=�,J !��� � 0 �83A��F + �� #�#<�=�����,J � '��!M
, < + 35�����! + <�=�����,J � {ψε(x)}

� '������ + 3 + ����� + � < + F7F + i��7'����83 + F 1 � + ���#M
� + ��,J !� 0 � � � � �N�!����� + � + ���!� + ��,J !��������, 0 O + ,J !�!<����9'�� + 3 + <�=���> C$' + � + "�� 3*�
FS�
�@��� ����,J'�����,J !���!���� !=&��� $J< + F + �� !> '�����,J !���!��,J !��� ◦

W 1
2

� '��!<�����,J !=�P
�!���#<���K���:���> + ����,H, 0 �N3 + ����� FS�
�@��� ���83 +  != ��"�� 3 + 35��1�� ? �! + <�=�,J !���� + �!M
� + FS> i � ? B ���8, ��(�2 i C � � �)�!1���F ��V���� ? ��F ����1�<�PQ: + ��� + ◦

W 1
2⊂ Iαa+(L2)

35��1��#M
? �!����� � ��F +  ��F ��:� !�$�$, ��< 0  + ��� + FS> �9'��!<����� + � ,HF	�+B 2 C � ��$J< + F + �� #��F �
'�����,J !���!��,J !���

Nα(L2)
���!<���PQ �,R� � 0 ��1������ � ? 1�<5��,H,H�

Iαa+(L2).
� , ��< 0

35��1�� ? �!������KH����< + F7F + j�,J����'��;3 + �����"$J< + F + �� !��� '�����,J !���!��,J !�
HA

� ◦
W 1

2 ,�N #�!12� + ��V�O
��"L,J����C�,J !�N������FS> 3 + <5� + FD��> ��� 3*�8:� !� ��F +H+  UF + ,J !� � i7��� �
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h < + 3 0 PQON�#�9< + F7F7�U,�������F 0 <����������!��� �U + ��F �����#"9��'�� + 3 + < + �����$�� #M

��� � + ����� :���,J ��:�����KH� '������8351�� ���&FS���
� + ,J !� + '��!<��
� �� + <�=���� ��'�� + 3 + M
< + ����> " ��' + ���! !������� B i���� � iaiai C �

� -�� � 0���( ‖u‖HA
> ‖u‖HB

.
C
h ��� ?H0L? ��F +  ��F �5:� !� '�����,J !���!��,J !���

HA
�
HB

� , ��< 0 < + F7FS>!j �
,J��K <5��,J���EB i�� � �(�`i C ,J���� !� +  �,J !� + �������51��!1 FS���
� + ,J !���"$J< + F + �� !����� ,J����'��#M
3A�!PQ @, ◦

W 1
2 .

� , ��< 0U0 , <�������� � (�� �L< + F7FS>!i�� i � ? B ( C ��F +H+ F

‖u‖2HA
= ‖u′‖2L2(Ω,p)

+ 2q0‖u‖2Nα(L2)
> p0‖u′‖2L2

+ q1‖u‖2L2
= ‖u‖2HB

.

h < + 35�����! + <�=������
‖u‖HA

> ‖u‖HB
. B

@�(+* � D.3Uf$D.0�
 1�- 3�/.-�� 0
� - 3�/.-�� 0��:( � � � # ��� # ��	2������- 3 5��$��6�������� ��
	� ����D� �� 57���0��6@�

(1)
� +8���

�7� +8� # �D�"��>	����4��

λn >
p0π

2

(b− a)2
n2 +

q0(b− a)−α

Γ(1− α)
, n = 1, 2, . . .

C
� , ��< 0 < + F7F,i���- 3�<��L��' + ���! !�������

A
�
B
��> '��!<�� + ��> 0 , <���������i��

jB�4��'�� + 3 + < + ����� �� !��� � + �����T:���,J ��:�����KH�4'������8351��B���4FS���
� + ,J !� + '��!M
<��
� �� + <�=�������'�� + 3 + < + ����> "@��' + ���! !��������B i�� � � iaiai C � # ��1��D� + F �!:� !�NFS���!M
� + ,J !�����;��KH���!����: + ����� + '���������F + '�����,J !���!��,J !���

HA
� ���!<�� +  �,R�N18��FS'��!1� #M

��>IF4�
L2.

!  !��V 0 3 +  �, < + 35�����! != � ? � ? � + ,J !����CE + ��� + FS> � + <�<���"8����18��F*M
'��!1� !����F �!<��
� + ����� '�����,J !���!��,J !��� h ��V��!< + ���&� '�����,J !���!��,J !��� � + V + KJ�
, 0 F7F ��� 0�+ FS> "L,/1����;35���! !��F � 0 ��1�����C � ,HF	��B i������ ��( j �DC � � ����FS'��!1� !����,J !=
�
L2

FS���
� + ,J !�����A��KH���!����: + ������KH� �L'�����,J !���!��,J !� +
HB ,

, < + 3 0�+  L�9, ��< 0
 + " � + ����,H, 0 �N3 + ����C � ,HF	��B i�� � �ai�� j C � ���)�!1���F$��V���� ? ��F � ��' + ���! !����>

A
�
B' + � + ��� 3��� N��KH���!����: + ����� + FS���
� + ,J !����$H� + ��K +  ��: + ,J18��KH�E'�����,J !���!��,J !���E�

18��FS'��!1� !��� + FS���
� + ,J !���
��,R"�� 35����KH��'�����,J !���!��,J !����� h < + 35�����! + <�=���������> M
'��!<�� + ��> 0 , <��������  + ��� + FS> 2 � i���� i � ? B i�� � � iaiai C � ? ���;:��� ;�

λn > µn, n = 1, 2 . . .

�Q:��� !> ���#����:� !�U,J��K <5��,J��� B i�� � � iai ( C

µn =
p0π

2n2

(b− a)2
+
q0(b− a)−α

Γ(1− α)
,



� ��� �(���)+ +8�7�D� ������>	����4��&��� # �&� # ��� # ��	2������- 3�5��$��6�������� i;2�2
��18����:��! + <�=����E'��!< 0 :���F �%� + ��1 0 ,J��V�,J !� + ����> " ? ���;: + ����C ? �;3A�;:���k  0 ��M
F7� � ��� 0 ����<�<���3�<��N3����� + � + �������#<�=�����KH�/��' + ���! !�����/�� !������KH�/'������8351��
,I35����V�����CL'������ ? ��� 35����C �@F*<5�;3 � ��"L:�< + ���#")�

λn >
p0π

2n2

(b− a)2
+
q0(b− a)−α

Γ(1− α)
, n = 1, 2, . . . B

�����
	��������	���� �T35��1�� ? �! + <�=�,J !� + 18��FS'��!1� !����,J � �!<��
� + �����U��' + ���#M
 !�����

A
FS> ����,J'��!<�= ? �����#<���,J= �!<�������� + F4,J #�!� � + KH�/:�< + ���/��' + ���! !�������;� 3�M

���!18�@FS�
�@���N35��1�� ? �! !=E18��FS'��!1� !����,J !=E�
L2

FS���
� + ,J !��������KH���!����: + ������KH�
�
HA

35� 0 K���F F +  !� 35��F	� �N�!����� + 35��1�� ? �! + <�=�,J !���&,H��FS� '��T, + V + '�� + 3�M
,J #�!�!<�� +  ����� + � + ,!�8'���,J18�!<�=�1 0 '��N, 0  �@���!<�� +  �,R�E35��1�� ? �! + <�=�,J !����F 18��F*M
'��!1� !����,J �L�!<��
� + ����� '�����,J !���!��,J !�����8'������
�N3 + ������KH� ��' + ���! !������F435����V!M
����KH�Q3����� + � + �������������!����� ��'�����,J !���!��,J !����, 0 F7F ��� 0�+ FS> "E, 1����;35���! !��F
� 0 ��1�����C �

� <51�-�/.021��)/.0
���)ig%"_"�$%$#
�]( ��( Nq9$8$<+=$8$>]<0@"13254�8$<+8$9"B�4�7325F+D�8$>�wq/$1$6�9$I+4�6Er38$>�w��dLONP� Q ¦0>]F+uH�5uq:K� T

�E��X�X.�`Lo���"�qF��
U"����jE_�n��)^daS&)(�io(�ÆK2 rs2E732 P«D�@"13?C2�L
Nq9"@"4�9";$;$BHr$;$B�6�x�>]:$8$6�4�<+8$8$6��+6Sr39$G�G�<+1$<+8"J
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��<"&(#�'���,	��!��*& �"!� + K+���#<�=%!�> " 0 '"� 0 K���" ,)�%#�C�,J ��& ��!1$#�K+# ����<��"!830���

'"#�,J 0 '���F , < + 3 0 PQO
��F #�V%��� ? #�F	� h K + #�F +  �����: + ,J1���F � + !� ��"#�F  :&2� + ,J �
# 30!"#�K+# � ?  �#%���"#%� ����<��"!830���4,)#%��F + ,J ��F !��;:��#<,#$3 + 1����� �#%�%#�CD, ��,J + FS>
1$#%#%��3�"!��! 

x1
�
x2
�
x3
�:$H 0 , ��,J + F 0 1$#%#%��3�"!��! @V 0 3 + F !�� ? >��
�! !=�����������

�������8� � + 3 + F ���"!� �#%� 0 P , ��,J + F 0 1$#%#%��3�"!��! 
r
�
θ
�
z,
,)��& ? ��!"! 0 P ,�#�,)!"#%�!M

!"#�C9,)#%#� �!"# � + !��*&�F �

x1 = r cos(θ + τz), x2 = r sin(θ + τz), x3 = z.
� � �

h #%#� �!"# � + !��*&�� � �/'"���
r = const

�
θ = const

&"�!<"&�PQ �,'&4'�������F +  �����M
: + ,J1���F � 0 �����%! + !��*&�F �����"!� �#%�%#�K+#9�%#!<,#�1"!����

���;3� 0 , M � + 1� �#%�L �#�: + 1��%#!<,#�1"!�� � <��"!����:� '"� + 3A,J �������F7� ���83 +

R = re′1 + ze′3.
� �@�



i � � � ! �0� ���D�
	����" �  ' � � ���&���
	 � ��" '�� # �������
	�� �� 
� 3 + ,J=

e′1 = er = i1 cos(θ + τz) + i2 sin(θ + τz),

e′2 = eθ = −i1 sin(θ + τz) + i2 cos(θ + τz)

� ���

�
i1
�
i2
�
i3 �

#%�� !> #�,)!"#%�%!"#�C � 3 + 1����� �#%�%#�C:� , ��,J + FS> 1$#%#%��3�"!��! �
h ���"!� �#%�%#�C <��"!�� + C ,)��&2� + F + ,J + ,J �� + !"!�> C V
� ? ��,��1� + ' + �  � + ! + �

e1 = n
�
e2 = b

�
e3 = t � #%�� !> K < ���%!"#�C !"#%��F��#<�����V��"!"#%��F��#<�� �$1���,	�#M + <�=%!"#�C ,)#%#� �� +  �,J �� + !"!"#�� 6 �� �#�K+#%!��#<�=%!�� &4F��! ��������L' + � + "2# 3 �-#� 9V
� ? ��M

,	�
ej
1LV
� ? ��, 0

e′i
��F +H+  4���83

A =

∥∥∥∥∥∥

−1 0 0
0 − cosα sinα
0 sinα cosα

∥∥∥∥∥∥
,

KR3 +
α = arctan(x), x = rτ.

# ������F +  ��
τ
�I + #%����� + ,J + ,J �� + !"!"# ? �!1"� 0 : + !"!�> "�,J + ���4! + C�'"���"!*&� �#�!��#M

? >��
�! != ��������� ����� % �! + �����#<&����<��"!830��� ��'"#!< 0 : + !"!�> C4#�'���,	��!"!�>IF���> � +
,J'"#�,)#�V%#�F �*! + # 30!"#%�"# 3 + !��$# 30!��!1$#E'"���L30#�,J ��! �#�:"!"#EV%#!<�= � #�FD1$#!<���: + ,J �� +
, <,# + �7!���F�#� !1�����#�,)!"#%��>��
� &�,J=/!��T + #%����� 0 ,)� + 30! + !��*& B � C � + K+# F�#
�4!"#
� 1��D�N30#�C  �#�:�1 + ����<��"!830��� ����,H,HF��! ����"�
�! != 1��!1 <,#�1��#<�=%!"#T �����!�,)� + ��M
,	�#<�=%!"# � ? #� ��"#�'"!�> C��S'"��� $H �#�F !��!'"�����!< + !�� + K < ���%!"#�C/#�, �T, ��F7F +  ������
,)#%��'��;3 � +  N,�� + 1� �#%�"#�F

e3 = t
�

��<"& #�'���,	��!��*& 0 '"� 0 K���" ,)�%#�C�,J �� ����<��"!830��� V 0 3 + F ��,J'"#!<�= ? #%�
�! !=
� + 1� �#%�"!"#!M F��! �����:"! 0 PA��#%��F 0 #�V%#�V�O + !"!"#�K+# ? �!1$#%!�� ��0 1�� B i�� C �

σ = Ce, C = (cij), i, j = 1, . . . 6,

e = [e1, . . . , e6]
T , σ = [σ1, . . . , σ6]

T ,

σ1 = σ11, σ2 = σ22, σ3 = σ33,

σ4 = σ23, σ5 = σ13, σ6 = σ12,

e1 = e11, e2 = e22, e3 = e33,

e4 = 2e23, e5 = 2e13, e6 = 2e12,

� ���

KR3 +
σij

�
eij �

1$#�FS'"#%! + !� !>4 + ! ? #%�"#%��!��!'"�2&2� + !���C ��F��#<�> "Q3 + ��#%��F��@����C
,)#%#� �� +  �,J �� + !"!"#��

� ? � + ,J �!"# B i�� C ��:� �# 0 '"� 0 K�� + ,)�%#�C�,J ��
�  �����!�,)� + ��,	�#<�=%!"#
� ? #� ��"#�'"!"#�K+#
F��! + �����#< � #�'"� + 3 + <"&�PQ �,'&D'*&� !=�P  + "*!���: + ,J1���F �D'"#�,J �# &"!"!�>IF ���*F�# 3 0 M
<"&�F ��� !�K�

E
�
E′ ��1$#%$ ��� ����� + !� ���F � #�0 ��,H,)#%!�� ν � ν′ �BF�# 3 0 < + F , 30����M



� 57���0��6����� # � �2������� ��� 4�� ! 6������ � 4��)�$���D�
	 i � i
K�
G′ ��! < + F + !� !> F��! �������> C

��>����D� �!PQ �,'& : + � +H? $H �N'"#�,J �# &"!"!�> + ��#%��M
F 0 < ��F �

c11 = c22 =
E(E′ −Eν′2)

E′(1− ν2)− 2Eν′2(1 + ν)
,

c12 =
E(νE′ + ν′2Eν2)

E′(1− ν2)− 2Eν′2(1 + ν)
,

c13 = c23 =
EE′ν′

E′(1− ν)− 2ν′2E
,

c33 =
E′2(1− ν)

E′(1− ν)− 2ν′2E
,

c44 = c55 = G′, c66 =
E

2(1 + ν)
,

c15 = c16 = c25 = c26 = c35 = c36 = 0.

� i����

� �9#�,)!"#%� +  + #%����� 0 ,)� + 30! + !��*& B � C ��F +H+ F

E =

[
k1(1− ν21)

E1
+
k2(1− ν22)

E2
+
ν′2

E′

]−1

,

ν = E

[
k1(ν1 + ν21 )

E1
+
k2(ν2 + ν22 )

E2
− ν′2

E′

]
,

G =

[
2k1(1 + ν1)

E1
+

2k2(1 + ν2)

E2

]−1

,

E′ = k1E1 + k2E2, ν′ = k1ν1 + k2ν2, k1 + k2 = 1,

� iai
�

KR3 +
k1
�
k2 �

1$#%!�� + !� ����@�����U'"# , + : + !���P ��' + ��' + !83��1 0 <"&"�"!"#�F 0
e3
�2! + , 0 M

O
��" $J< + F + !� �#%� � ? �!'"#!<,!��� + <"&$,)#%#� �� +  �,J �� + !"!"#��
� � +H?H0 <�=# ��! + ' + � + "2# 3 �6� ��#%��F 0 < �#"

(7)
�
(8)
#� BV
� ? ��,	�

ej
1TV
� ? ��M

, 0
e′i
'"#!< 0 :�� + F , < + 3 0 PQO
� + ,)#%#� �!"# � + !��*&4#�V%#�V�O + !"!"#�K+# ? �!1$#%!�� ��0 1��.�

���"!� �#%�%#�CL, ��,J + F + 1$#%#%��3�"!��! ��

σrr = c′11err + c′12eθθ + c′13ezz + 2c′14eθz,

σθθ = c′12err + c′22eθθ + c′23ezz + 2c′24eθz,

σzz = c′13err + c′23eθθ + c′33ezz + 2c′34eθz,

σθz = c′14err + c′24eθθ + c′34ezz + 2c′44eθz,

σrz = c′55erz + c′56erθ,

σrθ = c′56erz + c′66erθ.

� i j%�



i � j � ! �0� ���D�
	����" �  ' � � ���&���
	 � ��" '�� # �������
	�� �� 
� 3 + ,J=

c′11 = c11, c′12 = c12l
2
c + c13l

2
s , c′13 = c13l

2
c + c12l

2
s ,

c′14 = lcls(c13 − c12),

c′23 = c13l
2
c + (c11 + c33 − 4c44)l

2
c l

2
s + c13l

4
s ,

c′24 = −c11l3c ls − c13(lcl
3
s − l3c ls) + c33lcl

3
s − 2c44(lcl

3
s − l3c ls),

c′33 = c11l
4
s + 2c13l

2
c l

2
s + c33l

4
c + 4c44l

2
c l

2
s ,

c′34 = −lcls(c11l2s − c13 + 2c13l
2
c + 2c44l

2
c − 2c44l

2
s),

c′44 = c11l
2
c l

2
s − 2c13l

2
c l

2
s + c33l

2
c l

2
s + c44(1− 4l2c l

2
s),

c′55 = c44l
2
c + c66l

2
s , c′56 = lcls(c44 − c66),

c′66 = c66l
2
c + c44l

2
s ,

lc = cosα, ls = sinα, α = arctan(τr),

� i (��

KR3 +
r ∈ [0, a]

�
a � �%! +�� !���C ���;3� 0 ,/1���!��! ����

��#�FS'"#%! + !� !>  + ! ? #%����3 + ��#%��F��@����C3� V
� ? ��, + ���"!� �#%�%#�C , ��,J + FS> 1$#!M
#%��3�"!��! 9��>����D� �!PQ �,'& : + � +H? ,HF + O + !��*&$, < + 3 0 PQO
��F �$,)#%#� �!"# � + !��*&�F ���

err = ∂rur eθθ = ur +
∂θuθ
r

, ezz = Duz,

2erθ = ∂ruθ +
∂θur − uθ

r
, 2eθz =

∂θuz
r

+Duθ,

2erz = ∂ruz +Dur.

� iH- �

�������%! + !��*&������%!"#%� + , �*&-� !��!'"�2&2� + !��*&�"-� 3 ��!"!"#�FT, < 0 :�� + ��F + PQ 4���83

∂σrr
∂r

− σrr − σθθ
r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+Dσrz = 0,

∂σrθ
∂r

+ 2
σrθ
r

+
1

r

∂σθθ
∂θ

+Dσθz = 0,

∂σrz
∂r

+
σrz
r

+
1

r

∂σθz
∂θ

+Dσzz = 0.

� i;2%�

��,J'"#!<�= ?H0 & ,)#%#� �!"# � + !��*& � i j%�HG)� i;2%� � F�#
�4!"# '"#!< 0 :��� != , ��,J + F 0
3����� + � + !������#<�=%!�> " 0 �����%! + !���C #� �!"#�, �� + <�=%!"# 1$#�FS'"#%! + !� � + 1� �#%���
,HF + O + !���C

u = [ur, uθ, uz]
T ��1$#� �#%� 0 P , ��F��%#!<���: + ,J1�� ? �!'�� � + F

L(∂)u = 0, ∂ =
∂

∂z
.

� i � �



� 57���0��6����� # � �2������� ��� 4�� ! 6������ � 4��)�$���D�
	 i � (
� , <,#%��� + #� �, 0  �,J ����*&(!��!'"�2&2� + !���C(!��&V%#�1$#%�%#�CT'"#%� + ��"*!"#�,J � '"� + 3�M

,J �������FT, < + 3 0 PQO
��F7#�V%��� ? #�F��

N(∂)u = 0.
� i)�@�

� , <��6#� !>I,J1��"�
�! !=9� +�� + !�� + � ���83 +

u = a(r, θ)eiλz ,
� i7���

'"#�, < + '"# 3A,J ���!"#%��1�� � i7����� � i � � � � i)�@� �)'"#!< 0 :���F ,J' + 1� ����#<�=%! 0 P ? �;3 �;: 0
!��E, + : + !������

Z(iλ)a = {L(iλ)a, N(iλ)a} = 0.
� i ���

6 ' + ���! �#%�
Z
��F +H+  V + ,J1$#%! + :"!"# + F�!"#
� + ,J ��%# ,)#�V�,J �� + !"!�> " ? !��;: + !���C

� � � � �S,)� + 3�T1$#� �#%��> "
λ0 = 0

�
λ±1 = ±τ � : +  !>�� + "�1"���! �!�> + � ���"! + C�M

!�> + 1$#�FSV��"!��@����� � ? ,)#�V�,J �� + !"!�> " � '"����,)# + 3�"! + !"!�> " � + 1� �#%�"#%� $H ��"
h � #�'"� + 3 + <"&�PQ � +�� + !�� + h + !�M � + !���!�� ? �;3 �;: ����,J :&2� + !��*&�M 1"� 0 : + !��*&��
:���,J �#�K+# � ? K���V
� � � ? K���V
� '"#�' + � + :"!�>IF � , ��< ��F � � 6 ,J ��#<�=%!�> + h � �1$#�FS'�< + 1�,)!�> + �T, ��F7F +  �����:"!"#�����,J'"#!<,#@� + !�> �$1$#�FS'�< + 1�,)!"#�C&'�<,#�,J1$#�, M
 � B 27G2� C ��!  �E,)�%#�C�,J ��
�I'"# ? �%#!<"&�PQ �#�V�O +H+ � +�� + !�� + 3�<"& ����<��"!830���/'"� + 3�M
,J ������� != � ���83 +

u =

12∑

n=1

Cnun +
∑

k

[
C+
k u
(
z, λ+k

)
+ C−

k u
(
z − l, λ−k

)]
,

� j ���

KR3 +
l � 3�<��"!�� ����<��"!830���

Cn
�
C±
k � '"�"#�� ? �%#!<�=%!�> + '"#�,J �# &"!"!�> + �71$#!M

 �#%��> + #�'"� + 3 + <"&�PQ �,'& '"��� 0 30#%�!< +  ��%#%� + !���� K+����!���:"!�>IF 0 , <,#%���*&�F !��
 �#%�����#" ����<��"!830���

z = 0, l, un �
$J< + F + !� ����"!�> + � +�� + !��*& h + !�M � + !���!�� �

u(z, λk) = ake
iλkz ,

� j i
�

λ+k (Imλ+k > 0), λ−k (Imλ−k < 0) � � �N? �;3 �;:��"� i ��� � a+k
�
a−k �

,)#%#� �� +  �,J #M
� 0 PQO
� + ��F ,)#�V�,J �� + !"!�> + � + 1� �#%��>�� � � h � #� �� + :��!PQO +H+ $H ��F � +�� + !���M
&�F � ,	��F�# 0 �����%!"#%� +�� + !"# �T1��D�N30#�F '"#�' + � + :"!"#�F , + : + !���� ����<��"!830��� �
$H1�,J'"#%! + !������#<�=%!"# ? �! 0 "�� +  �'"��� 0 3 �#< + !����-#�  �#%���"#%��� 6 30!��!1$#�'"���L, < �#M
V%#�F ? �!'"#!<,!��� + < + ��:� �#8�8����,H,HF��! ����"�
� + F�#�F , < 0 :�� + $H1"���"�
�#< + !� �!"#5! + ���#M
� + !�,J �� 0

m = E2

E1
� 1

� F��! + �����#< '"#T'"#�' + � + :"!"#�F 0 , + : + !���P , ��<�=%!"#
! + # 30!"#%�"# 3 + !:� ��'"�"#%� + 3 0 ��� 0 ,)� + 30! + !��*&$'"���"�%# 3�� U1B �#�F 0 �5:� �#

E � E′ �
 � + �*F��! + �����#< �)'"#!< 0 : + !"!�> C '"#�, < + '"�"#%� + 3 0 ��> 0 ,)� + 30! + !��*&�� #�V!< �;3 � +  
, ��<�=%!"#�C ��!�� ? #� ��"#�'�� + C � ��,H, < + 30#%�
��!��*&��J'"�"#%� + 3 + !"!�> + �����!V%#� ��#" B iai � i j C



i � - � ! �0� ���D�
	����" �  ' � � ���&���
	 � ��" '�� # �������
	�� �� 
3�<"& , <,#���,J !> "T'�<��� � ����<��"!830�"#%���7'"#�1�� ? �#<����*:� �# , 0 O + ,J �� 0�+  1$#%! + :�M
!"# + :���, <,#

λ±k
�*F�!���F�� &D:���,J !=B1$#� �#%�"#�K+#$'"���

m → 0
,J �� + F �� �,'&T1 ! 0 M

<�P
� 6  �� + :��!PQO
� +  ��!1���F ,)#�V�,J �� + !"!�>IF ? !��;: + !��*&�F $J< + F + !� ����"!�> + � + M
� + !��*& '"���D,)#%#� �� +  �,J �� 0 PQO
��" K+����!���:"!�> " 0 , <,#%���*&�"�!��9 �#%�����#" F�#�K 0  
#�1�� ? >��
�! !=&, 0 O + ,J �� + !"!"# + �!<��*&"!�� + !�� �%! 0  �� + !"! +H+ � � h ����<��"!830��� �
+ K+# � + ,J !1$#�,J � � � �#<���:�� + �.� +�� + !����@ �� + "�F + �"!"#�C ? �;3 �;:�� � j ���7, < �!V%# ? �#M
 0 "��!PQO
��"�$J< + F + !� ����"!�> "3� +�� + !���CU'"���"�%# 3�� �1-!���� 0 � + !���P '"���"!�����'��
h + !�M � + !���!��43�<"& ����<��"!830����: + ,J1���"  + < � ? 1$#�FS'"# ? �� �!�> " F��! + �����#<,#%�
,)# , < �!V�>IF ? �!'"#!<,!��� + < + F	�7� , < 0 :�� + 1���!��! ��$F�#
�4!"# '"���"� + ,J �D'"����F + M
��> ,	��F�# 0 �����%!"#%� +�� + !"!�> " !��!K+� 08? #�1���1$#� �#%��> + ��V 0 3 0 :��L'"����<,#
� + !"!�>IF �
1(# 30!"#�F 0 � ?  �#%���"#%�&1���!��! ��&,)#D,)�%#�V%# 30!�>IF 30� 0 K���F � '"���"� + 3 0  D1 + K+#
��� ? � 0 � + !���P
�

')(.A 3 �@12/.3:-�D5<.-��)B -�� -�D51�3Uf � 0212/5<��54
C - �@1���3 �@1�-�; ��02D.021�0

��<"&8����<��"!830���Q,
���"!� �#%�%#�C ��!�� ? #� ��"#�'�� + C�'"#�,J ��"# + !�� + � +�� + !��*& h + !�M
� + !���!�� ? �;3 �;:�� ����,J :&2� + !��*&�M , � �! �*& '"���"�%# 3�� 91D, < + 3 0 PQO
��F ,)#%#� �!"#!M
� + !��*&�F B 27G2� C �

2π

a∫

0

σzzr dr = d11C1 + d12C2 = Pz,

2π

a∫

0

σzθr
2 dr = d12C1 + d22C2 =Mz,

� jaj%�

KR3 +
Pz

�
Mz �

'"�"# + 1������ K < ���%!"#�K+#5� + 1� �#%��� � K < ���%!"#�K+#�F�#�F + !� ��8!��!'"�2&�M
� + !���C�� 3 + C�,J �� 0 PQO
��"8��'"#�' + � + :"!"#�F , + : + !������

C1 = ε
�
C2 = ϕ � '"�"#�� ? M

�%#!<�=%!�> + '"#�,J �# &"!"!�> + ��' + �"� 0 P � ? 1$#� �#%��> " F�#
�4!"# �"!� + ��'"� +  �"�"#%�
�! !=
1��!1�#� �!"#�, �� + <�=%!"# + 0 3�<��"! + !�� + #�, �B1���!��! �� �0�� �#%� 0 P � #� �!"#�, �� + <�=%!�> C0 K+#!< + K+#E'"#�' + � + :"!"#�K+#E, + : + !��*& �

� ��!��! DV 0 3 + F ����,H,HF��! ����"�
�! !=��G1��!1 #�'���,	��!"!�> C���> � + ����<��"!830� � ?
1$#�FS'"# ? �� �!"#�K+# F��! + �����#< � � 0 1$#� �#%�"#�K+#

E2 = 0
�
ν2 = 0

� � $H �#�F , < 0 :�� +
� ? ,)#%#� �!"# � + !���C � i���� ��� iai
�3��>  + 1�� +  �� :� �# #� <���:"!�>IF #� 7! 0 <"&V 0 3 +  
 �#!<�=�1$#N ���� $J< + F + !� ��EF��! �������> F�# 3 0 < + C

C

c33 = E′ = k1E1, c44 = c55 = G′ = k1G1, G′ =
E′

2(1 + ν1)
.

� j!(��
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	 i � 2
# #�, < + '"� + #�V%��� ? #%�
��!���CU,)#%#� �� +  �,J �� 0 PQO + CLF��! �������> � + ,J !1$#�,J + C

C′
13���"!� �#%�%#�CU, ��,J + F + 1$#%#%��3�"!��! �'"#!< 0 :�� + F , < + 3 0 PQO
� + ��>����D� + !��*&N3�<"&
!��!'"�2&2� + !���C��

σrr = 0, σθθ = 0, σrθ = 0,

σzz = c′23eθθ + c′33ezz + c′34eθz,

σθz = c′24eθθ + c′34ezz + c′44eθz,

σrz = c′55erz + c′56erθ.

� j#- �

c′23 =
sin(2α)2(−4G′ +E′)

4
,

c′33 = cos(α)4E′ + sin(2α)2G′,

c′34 =
cos(α)2 sin(2α)E′ − sin(4α)G′

2
,

c′44 = cos(2α)2G′ +
sin(2α)2E′

4
,

c′55 = cos(α)2G′, c′56 =
sin(2α)G′

2
.

� j�2%�

� , + #�,J ��#<�=%!�> + $J< + F + !� !> F��! �������>
C′ �����%!�>�! 0 <�P
�

��<"& ? �;3 �;:��-����,J :&2� + !��*&�� + 1� �#%�$,HF + O + !��*& ��F +H+  4���83

u(1) =
(
a(1)(r), 0, εz + u0z

)
,

� j � �
KR3 +

u0z �
'"�"#�� ? �%#!<�=%!�� &4'"#�,J �# &"!"!�� &�� 1$#� �#%� 0 P F�#
�4!"# �"!� + ��'"� +  �"�"#!M

�
�! !=N1��!19'"#�,J 0 '��! + <�=%!"# + ,HF + O + !�� + ��'������#<�< + <�=%!"# + #�, �
Oz

�
��<"& 3 ��!"!"#�K+#D,HF + O + !��*& #� <���:"!�> + #� ! 0 <"& 1$#�FS'"#%! + !� !>  + ! ? #%���

!��!'"�2&2� + !���C ��F + PQ U, < + 3 0 PQO
��C ���835�

σ(1)
zz =

E′

1 + kt2
ε, σ

(1)
θz =

E′t

2(1 + kt2)
ε.

� j��@�
��<"& ? �;3 �;:�� 1"� 0 : + !��*& � + 1� �#%�9,HF + O + !��*& ��F +H+  ���83

u(2) =
(
a(2)(r), 0, ϕrz + u0z

)
,

� j ���
KR3 +

ϕ � '"�"#�� ? �%#!<�=%!�� &T'"#�,J �# &"!"!�� &��71$#� �#%� 0 P F�#
�4!"#��"!� + ��'"� +  �"�"#!M
�
�! != 1��!1-#� �!"#�, �� + <�=%!�> C 0 K+#!< '"#%�%#%�"#� ���'"#�' + � + :"!"#�K+#N, + : + !��*&L1���!��! ����

# ���
u(2) #� <���:"!�> + #� �! 0 <"&N1$#�FS'"#%! + !� !>D + ! ? #%����!��!'"�2&2� + !���C
��F + M

PQ ���83
σ(2)
zz =

E′t

2(1 + kt2)
aϕ, σ

(2)
θz =

E′r

2(1 + kt2)
ϕ,

� j ���
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KR3 +

t = tanα, t1 = tanβ, β = τa,

k =
1 + ν1

2
=

E′

4G′ , r =
at

t1
.

� < ���%!�> C�� + 1� �#%� �9K < ���%!�> CLF�#�F + !� 4!��!'"�2&2� + !���C��83 + C�,J �� 0 PQO
��"-�@'"#!M
' + � + :"!"#�F , + : + !����41���!��! ��

z = const
� #�'"� + 3 + <"&�PQ �,'& , < + 3 0 PQO
��F �&,)#!M

#� �!"# � + !��*&�F ���

Pz = d11ε+ d12ϕ, Mz = d21ε+ d22ϕ,
� ( ���

KR3 +

d11 =
πa2E′ ln(1 + kt21)

t1k
,

d12 = d21 =
1

2

πa3E′ (kt21 − ln
(
1 + kt21

))

t21k
2

,

d22 =
1

2

πa4E′ (kt21 − ln
(
1 + kt21

))

t31k
2

.

� (`i
�

@�(�� - �@1���3 �@1�� ��02D.021�0 D.0 /.0 �@1 
(C -�D5<.-
� ? ,)#%#� �!"# � + !���C � jaj%� , < + 3 0�+  ���:� �#&� + ,J !1$#�,J !=@1���!��! �� !��4����,J :&2� + M

!�� + ��1"� 0 : + !�� + , 0 O + ,J �� + !"!"# ? ������, �� �#� K+����!���:"!�> " 0 , <,#%����C�!��  �#%�����#"
1���!��! ��

z = 0, L
�

� - �@1���3 �@12< D.0 /.0 �@1 
(C -�D5<.-:( #�0 ,J != 1���!��! 4'"# 30� + ��� + ! �%# ? 3 + C�M
,J �����P ����,J :&�K��"�
�!PQO + CT, ��<�>  ��!1��*:� �#

ϕ = 0
�
M 6= 0

� '"# 30� +�� + !"!�> C
1B1$#%!�� 0 1���!��! ��EK+� 08? � + ,)#�F

P
,)#%� + � � � +  N30���2� + !�� + �U<����� + ,�'"#�,J �#!M

&"!"!"#�C4,J1$#%�"#�,J !=�P � � � #�KR3 � � ? ,)#%#� �!"# � + !���C�� jaj%����>  + 1�� +  ��A:� �#�� $H �#�F
, < 0 :�� + ��1���!��! + �%# ? !���1�� +  /1"� 0  :&�O
��CUF�#�F + !� 

Mz = d12ε
�
� � + ,J !1$#�,J !=

!��9����,J :&2� + !�� + #�'"� + 3 + <"& +  �,'&$, < + 3 0 PQO
��F �$,)#%#� �!"# � + !��*&�F ���

P = Dϕε, Dϕ = d11

� , <��B'"� + 35'"#!<,#
� �� !=���:� �#U1���!��! @'"# 30� + ��� + !��%# ? 3 + C�,J �����P ����,J :&�K���M
�
�!PQO + C4, ��<�>

P
� �

M = 0
� 141$#%!�� 0 1���!��! ��L,)�%#�V%# 30!"#U'"# 30� +�� + ! K+� 08?

� + ,)#�F
P
� �� �#6� $H �#�F, < 0 :�� + � + ,J !1$#�,J !=6!�������,J :&2� + !�� + #�'"� + 3 + <"& +  �,'&

, < + 3 0 PQO
��F �$,)#%#� �!"# � + !��*&�F ���

P = DMε, DM = d11 −
d212
d22

.
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	 i � �
# ���"� + 3 + F K+���%� ��1�� �1����, �'i
� � ��<�<�P/,J ����"� 0 PQO
� +L? ������, ��F�#�,J �

Dϕ
�

DM
#� E'�������F +  ����

β
�

��� ]������	� <+F+D�:.6�F+D�9
832)1325F+D B"£S<+8$9$<
Dϕ(ϕ = 0,M 6= 0)

T
DM



M = 0, ϕ 6= 0 � �
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1

2πi

1∫

−1

p(t)
ϕ(t)

t− z
dt, (1)

, �*

p(t) = (1− t2)± 1

2
���>�,#���!"#�����0

ϕ(t) � �0#���������#�("!"# ,:� ���*��� &����$!������*& �
��!���
 ,+���/��# �����$#�,+#%� ����� ������� ��%+��
#����!"#�����*0
 5�� � �"�"#��$#�
+�"���>�,#
�2
+!���
��
% ��� ��(�� � *�����
-*���� ��(�
#���$#�$ � ��%�����������
+#%�����!��"����,+#���� � �
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-�����"# &����'&%�"�
���0�������$�"!�#(
 ��#%��*0�-��# !���#��)!"#%��
;% ��*0
2.
!�# �>�,#���!"#���� �

ϕ(t)
�"!���
+���"#��"&����"#%!"!�#<* *�!"#�,+#�(>��
+!"#1* � , �*
9�,����(�
#������
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p(t)
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����
2��0%!�#+������
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2.

!�
 $
n
�
n + 1

� (���#/����'�
#������
+!"!"#6#��-����(���
�� �'� #��6����!�
�
��"#������"#�
+!"!�#+�
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Φ1(z) =
1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)

t− z
dt. (2)
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Tn(t)
�
Tn+1(t)

�)#%#�����
���������
+!"!"#��
� � �/��0%!�
 $ � 
-* !���* �"#%!����0#�� &����'&-��#����D�2
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[Tn(t)Tn+1(t)]
′
t=xk

= T ′
n(xk)Tn+1(xk),

[Tn(t)Tn+1(t)]
′
t=x̄k

= Tn(x̄k)T
′
n+1(x̄k).

(3)
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Tn(t) = cos(n arccos(t)),

xk = cos
2k − 1

2n
π, x̄k = cos

2k − 1

2(n+ 1)
π,

���"& ��#����D�2
+!���$ � ��� �"#�����(���* �!��
!�*��59'
��
.������
+!������
���

[Tn(t)Tn+1(t)]
′
t=xk

= −n,

[Tn(t)Tn+1(t)]
′
t=x̄k

= n+ 1.
(4)
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L2n(ϕ, t)

�>�,#���!"#���� �
ϕ(t)

��� �*
��
��*0
���04�����

L2n(ϕ, t) =

2n+1∑

k=1

Tn(t)Tn+1(t)

(t− x̃k)[Tn(t)Tn+1(t)]′t=x̃k

,

, �*
 {x̃k} �
�)#%�%#�����"!"#�����0,��%2�,#%� {xk}

� {x̄k}
� &"���"&�59'
�'��'&�� ����� ����/.

% #��
�/�,#��208��# � 
 �*!��-�"&�* �"�"#����"!"#1*�#%�
Tn(t)

�
Tn+1(t).�%���"#���0�%���& ��#����D�2
+!��*& � � � ���"& �"!���
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L2n(ϕ, t)
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!�*��59'�
�
��"��
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L2n(ϕ, t) = Tn(t)Tn+1(t)

{
1

n+ 1

n+1∑

k=1

ϕ(x̄k)

(t− x̄k)
− 1

n

n∑

k=1

ϕ(xk)

(t− xk)

}
. (5)
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ϕ(t)

�
 �"!���
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#%!"!�# $ *�!"#�,+#�(>��
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1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)

t− z
dt ≈

≈ 1

n+ 1

n+1∑

k=1

ϕ(x̄k)
1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

(t− z)(t− x̄k)
dt−

− 1

n

n∑

k=1

ϕ(xk)
1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

(t− z)(t− xk)
dt.

(6)
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1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

(t− z)(t− x̄k)
dt. (7)
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 ,+���/��# ����� �

1

x̄k − z

1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

t− x̄k
dt−

− 1

x̄k − z

1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

t− z
dt.

�9(�����#��
� &�������
+!������
�

Tn(t)Tn+1(t) =
T1(t) + T2n+1(t)

2
,

1

π

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)

t− x
dt = Un−1(x),

1

πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)

t− z
dt = i

(
z −

√
z2 − 1

)n
√
z2 − 1

,
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[−1, 1]
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z /∈ [−1, 1]
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1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

(t− z)(t− x̄k)
dt =

=
1

4i(x̄k − z)

(
1 + U2n(x̄k) +

z −
√
z2 − 1 + (z −

√
z2 − 1)2n+1)√

z2 − 1

)
.
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1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

(t− z)(t− xk)
dt (8)
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1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t) dt = 0,

��� �>����#%����#�,+#%!��/��0%!"#���� �%� ������
-*;#	�"#����"!"#1*�#%� {Tn(t)} !���#�����
 %��
 [−1, 1]�"# ��
#��� 1√
1−t2

�"#�����(���*

1

2πi

1∫

−1

1√
1− t2

Tn(t)Tn+1(t)

(t− z)(t− xk)
dt =

=
1

4i(xk − z)

z −
√
z2 − 1 + (z −

√
z2 − 1)2n+1

√
z2 − 1

.

� ������* #��%����%+#1* �1���"& �"!���
 ,+���/� � � j%� *;# �"#�����(���* �!��
!�*��59'���5 �"�
���0���/.
���$�"!���5 ��#%��*0�-�����

Φ1n(z) =
1

4i(n+ 1)

n+1∑

k=1

ϕ(x̄k)

(x̄k − z)
(2Tn(x̄k) +A(z)) −

− A(z)

4in

n∑

k=1

ϕ(xk)

(xk − z)
,

(9)
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$� � � � ���� i7���
, �*


A(z) =
z −

√
z2 − 1 + (z −

√
z2 − 1)2n+1

√
z2 − 1

.

������� *�#�������* ��
���
+��0 �"!���
 ,+���/�

Φ2(z) =
1

2πi

1∫

−1

√
1− t2

ϕ(t)

t− z
dt. (10)

�9(�����#��
� &���(���#

[Un(t)Un+1(t)]
′
t=tk,n

= − n+ 1

sin2 πk
n+1

, [Un(t)Un+1(t)]
′
t=tk,n+1

=
n+ 2

sin2 πk
n+2

,

, �*

Un(t) = sin((n+1) arccos(t))√

1−t2 � *�!"#�,+#�(>��
+! ��
 ��# � 
+�
� ����#%�"#�,+#��"#-� � �

tk,n+1 = cos
(
kπ
n+2

) �
tk,n = cos

(
kπ
n+1

) � !��-��� *�!"#�,+#�(>��
+!"#%�
Un+1(t)

�

Un(t)
�)#%#�����
���������
+!"!"#�� ���"&1�>�,#���!"#���� �

ϕ(t)
*;# �"#�����(���* �!��
!�*��59'
��$

�"!���
+���"#��"&����"#%!"!�# $ *�!"#�,+#�(>��
+!��

L2n(ϕ, t) = Un(t)Un+1(t)×

×
{
− 1

n+1

n∑

k=1

ϕ(tk,n)

(t−tk,n)
sin2

πk

n+1
+

1

n+2

n+1∑

k=1

ϕ(tk,n+1)

(t−tk,n+1)
sin2

πk

n+2

}
.
(11)

� �!��� �"#-��������������0/� �"!���
 ,+���/� � i���� �1*0
#����# �>�,#���!"#���� �
ϕ(t)


�
 �"!>.
��
+���"#��"&����"#%!"!�# $ *�!"#�,+#�(>��
+!�� ��#%�"#��!��
�!�
��$#���#%��#+���"��
+#��%����%+#%�
��!���$3*;#
�"�����*
-*"���!��
!�*��59'�
 $��"�
���0�������$�"!"#�$ ��#%��*0�-��
;���"&��"���������2�2
+!"!"#�,+#���# .
(����!��
+!��*& �"!���
 ,+���/� � � i���� �

Φ2n(z) =
1

4i(n+ 2)

n+1∑

k=1

ϕ(tk,n+1)

(tk,n+1 − z)
×

× sin2
πk

n+ 2
(1− U2n+2(tk,n+1) +A1(z))−

− 1

4i(n+ 1)

n∑

k=1

ϕ(tk,n)

(tk,n − z)
sin2

πk

n+ 1
(1− U2n+2(tk,n) +A1(z)),

(12)

, �*


A1(z) =
z −

√
z2 − 1− (z −

√
z2 − 1)2n+2

√
z2 − 1

.



i7��� � ���	� �����"� 
� �"&	�"#�����(�
+!"!�#+� �"�
���0�������$�"!�#+� ��#%��*0�-� �"!���
+���"#��"&����"#%!"!"#�,+#"� �>.

��� � ��� � � i j%� ���"������
!�����"��#��!��
!�*��59'
��
.#%��
+!����,�"#�,+��
 � !"#���� ���

|Φ1(z)− Φ1n(z)| 6M

1∫

−1

1√
1− t2

1

|t− z| dt,

|Φ2(z)− Φ2n(z)| 6M

1∫

−1

√
1− t2

1

|t− z| dt,

, �*

M = maxt∈[−1,1]

|ϕ(2n+1)(ξ(t))|
(2n+1)! .
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1

π

1∫

−1

ϕ0(t)

(t− x)p
dt+

1

π

1∫

−1

k(x, t)ϕ0(t) dt = f(x),
� i
�

, �*
 −1 < x < 1
�
k(x, t)

�
f(x) � !�
��"��
+��#��%!"#"�������
+��
+!����"����
-*;#(


���$!����������
ϕ0(t) �
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H(ϕ0, x) =

1∫

−1

ϕ0(t)

(t− x)p
dt, p > 2,

� j%�

�"#%!���*���
����'&��$� *;#&�!��
%�$#%!�
 ("!"#�$�(������ �!�"#�
 � ��*������EB = C �

H(ϕ0, x) = lim
ε→0+





x−ε∫

−1

ϕ0(t)

(t− x)p
dt+

1∫

x+ε

ϕ0(t)

(t− x)p
dt− ψ(x)

εp−1



 ,

� ���

, �*


ψ(x) =

p−2∑

k=0

ϕ
(k)
0 (x)

k!

εk[1 + (−1)p−k]

p− k − 1
.
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p = 2
�'� ��
��'�$�����%!�
+!��*&������ �

Kϕ0 ≡ 1

π

1∫

−1

ϕ0(t)

(t− x)2
dt+

1

π

1∫

−1

k(x, t)ϕ0(t) dt = f(x), −1 <x <1,
� � �

, �*


1∫

−1

ϕ0(t)

(t− x)2
dt = lim

ε→0+

( x−ε∫

−1

ϕ0(t)

(t− x)2
dt+

1∫

x+ε

ϕ0(t)

(t− x)2
dt− 2ϕ0(x)

ε

)
.
� =%�
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ϕ0(t)
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ϕ0(t) =
√
1− t2 ϕ(t), ϕ0(t) =

1√
1− t2

ϕ(t),

ϕ0(t) =

√
1 + t

1− t
ϕ(t), ϕ0(t) =

√
1− t

1 + t
ϕ(t),

, �*

ϕ(t) � �0#���������#�("!"# ,:� ���*��� & ���$!������*&�!�� #�����
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1

π

1∫

−1

√
1− t2

ϕ(t)

(t− x)2
dt,

1

π

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)

(t− x)2
dt,

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

ϕ(t)

(t− x)2
dt,

1

π

1∫

−1

√
1− t

1 + t

ϕ(t)

(t− x)2
dt.
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1

π

1∫

−1

√
1− t2

ϕ(t)

(t− x)2
dt ≈ 1

n+ 1

n∑

k=1

(−1)k−1(1− x2k)

(x− xk)2
×

×
[
− Tn+1(xk) + Tn+1(x) − (n+ 1)(x− xk)Un(x)

]
ϕ(xk),

xk = cos
kπ

n+ 1
,

� �@�
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1

π

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)

(t− x)2
dt ≈ 1

n

n∑

k=1

(−1)k−1
√
1− x2k

(x − xk)2
×

×
[
Un−1(xk)− Un−1(x) + (x− xk)

xUn−1(x) − nTn(x)

1− x2

]
ϕ(xk),

xk = cos
(2k − 1)π

2n
,

� ���

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

ϕ(t)

(t− x)2
dt ≈ 2

2n+ 1

n∑

k=1

(−1)k−1
√

1−xk

2 (1 + xk)

(x− xk)2
×

×
[
Sn(xk)− Sn(x) − (x− xk)

(2n+ 1)Cn(x)− Sn(x)

2(1− x)

]
ϕ(xk),

xk = cos
(2k − 1)π

2n+ 1
,

� ���

1

π

1∫

−1

√
1− t

1 + t

ϕ(t)

(t− x)2
dt ≈ 2

2n+ 1

n∑

k=1

(−1)k−1(1− xk)
√

1+xk

2

(x− xk)2
×

×
[
−Cn(xk) + Cn(x) − (x− xk)

(2n+ 1)Sn(x) − Cn(x)

2(1 + x)

]
ϕ(xk),

xk = cos
2kπ

2n+ 1
,

� i����

, �*

Tn(x)

�
Un(x)

�
Cn(x)

�
Sn(x) �
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p(x) =
1√

1− x2
, p(x) =

√
1− x2, p(x) =

√
1 + x

1− x
, p(x) =

√
1− x

1 + x

!��9#�����
 %��

[−1, 1]
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Tn(x) = cosn arccosx, Un(x) =
sin(n+ 1) arccosx√

1− x2
,

Cn(x) =
cos 2n+1

2 arccosx

cos 1
2 arccosx

, Sn(x) =
sin 2n+1

2 arccosx

sin 1
2 arccosx

.
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1

π

1∫

−1

√
1− t2 f(t) dt ≈ 1

n+ 1

n∑

k=1

(1− x2k)f(xk),
� iai
�

, �*

xk = cos kπ

n+1

�
k = 1, . . . , n, � !��-���6*�!"#�,+#�(>��
+!��

Un(x) �

1

π

1∫

−1

1√
1− t2

f(t) dt ≈ 1

n

n∑

k=1

f(xk),
� i j%�

, �*

xk = cos (2k−1)π

2n

�
k = 1, . . . , n, � !��-��� *�!"#�,+#�(>��
+!��

Tn(x) �

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
f(t) dt ≈ 2

2n+ 1

n∑

k=1

(1 + xk)f(xk),
� i-���

, �*

xk = cos (2k−1)π

2n+1

�
k = 1, . . . , n, � !��-��� *�!"#�,+#�(>��
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Cn(x) �

1

π

1∫

−1

√
1− t

1 + t
f(t) dt ≈ 2

2n+ 1

n∑

k=1

(1− xk)f(xk),
� i � �
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xk = cos 2kπ
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�
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ϕ0(t) =
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K1ϕ ≡ 1

π

1∫

−1

√
1− t2

ϕ(t)

(t− x)2
dt+

1

π

1∫

−1

√
1− t2 k(x, t)ϕ(t) dt=f(x).
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1

n+ 1

n∑

k=1

(−1)k−1(1− x2k)

(x− xk)2
×

×
[
− Tn+1(xk) + Tn+1(x)− (n+ 1)(x− xk)Un(x)

]
ϕ(xk)+

+
1

n+ 1

n∑

k=1

(1− x2k)k(x, xk)ϕ(xk) = f(x).

� i ���
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� &
x
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+!��*& {x1, x2, . . . , xn}
� � � 
��

x = xj
�
j = 1, . . . , n,

�
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xj
�
xk
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k = j
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1

n+ 1

n∑

k=1,
k 6=j

(−1)k−1(1−x2k)
(xj−xk)2

×

×
[
− Tn+1(xk)+Tn+1(xj)− (n+ 1)(xj − xk)Un(xj)

]
ϕ(xk)−

− n+ 1

2
ϕ(xj) +

1

n+ 1

n∑

k=1

(1− x2k)k(xj , xk)ϕ(xk) = f(xj),

xj = cos
jπ

n+ 1
, j = 1, . . . , n.
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ϕ(t)
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x1, x2, . . . , xn
�
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 � � � �+�$#�, � � ��'�
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 � 
+!���
������ �
ϕ0(t) =

1√
1−t2 ϕ(t)
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1

π

1∫

−1

1√
1− t2

ϕ(t)

(t− x)2
dt+

1

π

1∫

−1

1√
1− t2

k(x, t)ϕ(t) dt = f(x).
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1

n

n∑

k=1

(−1)k−1
√
1− x2k

(x− xk)2
×

×
[
Un−1(xk)− Un−1(x) + (x− xk)

xUn−1(x)− nTn(x)

1− x2

]
ϕ(xk)+

+
1

n

n∑

k=1

k(xj , xk)ϕ(xk) = f(x),

xk = cos
(2k − 1)π

2n
, k = 1, . . . , n.
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ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xn)
�

1

n

n∑

k=1,
k 6=j

(−1)k−1
√
1− x2k

(xj − xk)2

[
Un−1(xk)− Un−1(xj)+

+ (xj − xk)
xjUn−1(xj)−nTn(xj)

1− x2j

]
ϕ(xk)+

+
−(n2−1)(1−x2j) + 3x2j

2n(1−x2j)2
ϕ(xj) +

1

n

n∑

k=1

k(xj , xk)ϕ(xk) = f(xj),

j = 1, . . . , n.
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ϕ(t)
����#�(���� �

x1, x2, . . . , xn
�
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ϕ0(t) =

√
1+t
1−t ϕ(t)
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1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t

ϕ(t)

(t− x)2
dt+

1

π

1∫

−1

√
1 + t

1− t
k(x, t)ϕ(t) dt = f(x).

� j i
�

�%���"#���0�%���& �"�
���0�������$�"!���5 ��#%��*0�-��� � ��� ���"& ,�����
+��� �"!�,��-�"&"�"!"#�,+# �"!>.
��
 ,+���/� � � �"�
���0�������$�"!���5 ��#%��*0�-��� � i-��� ���"& ��
 ,��-�"&"�"!"#�,+# �"!���
 ,+���/� � �



i � j ���������
	���������

�"#�����(���
-* �!��
!�*��59'�
�
9������"��
���!"#�
%�$�����%!�
+!���
%�

2

2n+ 1

n∑

k=1

(−1)k−1(1 + xk)
√

1−xk

2

(x− xk)2
×

×
[
Sn(xk)− Sn(x)− (x− xk)

(2n+ 1)Cn(x) − Sn(x)

2(1− x)

]
ϕ(xk)+

+
2

2n+ 1

n∑

k=1

(1 + xk)k(x, xk)ϕ(xk) = f(x),

xk = cos
2k − 1

2n+ 1
π, k = 1, . . . , n.
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2

2n+ 1

n∑

k=1,
k 6=j

(−1)k−1(1 + xk)
√

1−xk

2

(xj − xk)2
×

×
[
Sn(xk)−Sn(xj)−(xj−xk)

(2n+ 1)Cn(xj)−Sn(xj)
2(1− xj)

]
ϕ(xk)+

+
1

4(2n+ 1)

−(2n+ 1)(1− xj) + 3(1− xj)

(1− xj)2
ϕ(xj)+

+
2

2n+ 1

n∑

k=1

(1 + xk)k(xj , xk)ϕ(xk) = f(xj), j = 1, . . . , n.
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ϕ0 =

√
1−t
1+t ϕ(t)
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2

2n+ 1

n∑

k=1

(−1)k−1(1− xk)
√

1+xk

2

(x− xk)2
×

×
[
−Cn(xk)+Cn(x)−(x− xk)

(2n+ 1)Sn(x)−Cn(x)
2(1 + x)

]
ϕ(xk)+

+
2

2n+ 1

n∑

k=1

(1− xk)k(x, xk)ϕ(xk) = f(x),

xk = cos
2kπ

2n+ 1
, k = 1, . . . , n.
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2

2n+ 1

n∑

k=1,
k 6=j

(−1)k−1(1− xk)
√

1+xk

2

(xj − xk)2
×

×
[
−Cn(xk)+ Cn(xj)−(xj −xk)

(2n+1)Sn(xj)−Cn(xj)
2(1 + xj)

]
ϕ(xk)+

+
1

4(2n+ 1)

−(2n+ 1)2(1 + xj) + 3(1− xj)

(1 + xj)2
ϕ(xj)+

+
2

2n+ 1

n∑

k=1

(1− xk)k(xj , xk)ϕ(xk) = f(xj), j = 1, . . . , n.
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ϕ0(t) =

√
1− t2 ϕ(t)

�
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 %

X
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ϕ0(t) =√
1− t2 ϕ(t)

�
, �*
 ���$!��������
ϕ(t)

��*0
 5�� !�
��"��
+��#��%!�#(
 �"�"#���%+�%#-�0!�#(

!��

[−1, 1]
�0#2�"#%�2&��*���

r− 1
�����"�"#���%+�%#-�0!�#(
��"#%�2&��*���

r
� �0#%����
����%#%�2&�5��
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Hα

� �"#�����% ����
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-*
α
�
0 < α 6 1

� ��#%��*���� �"�"#���������!>.
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X
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‖ϕ0(t)‖ = ‖ϕ(t)‖C[−1,1] + ‖ϕ′(t)‖C[−1,1] + sup
t1 6=t2

|ϕ′(t1)− ϕ′(t2)|
|t1 − t2|β

,

0 < β < α.
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 %
Y
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y(t)=
√
1−t2 ψ(t)��!"#%��*�#�$

‖y(t)‖ = ‖ψ(t)‖C[−1,1] + ‖ψ′(t)‖C[−1,1] + sup
t1 6=t2

|ψ′(t1)− ψ′(t2)|
|t1 − t2|β

,

0 < β < α.
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ϕ0n(t) =
√
1− t2 ϕn(t), ϕn(t) =

n−1∑

k=0

αkt
k,

��!"#%��*�#�$

‖ϕ0n(t)‖ = ‖ϕn(t)‖C[−1,1] + ‖ϕ′
n(t)‖C[−1,1] + sup

t1 6=t2

|ϕ′
n(t1)− ϕ′

n(t2)|
|t1 − t2|β

,

0 < β < α.
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Yn
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yn(t) =
√
1− t2 ψn(t), ψn(t) =

n−1∑

k=0

αkt
k,

��!"#%��*�#�$

‖yn(t)‖ = ‖ψn(t)‖C[−1,1] + sup
|ψn(t1)− ψn(t2)|

|t1 − t2|β
, 0 < β < α.
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Ln[y(t)] =
√
1− t2 Ln[ψ(t)],

, �*

ψ(t) ∈ C[−1, 1]

�
Ln[ψ(t)] �
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ϕ0n(t) =
√
1− t2 ϕn(t) =

√
1− t2

n−1∑

k=0

αkÛk(t),

, �*

Ûk(t) �
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 � ��
#�)#1* √
1− t2
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+�
�
����#%�"#�,+#9�"#-� ���:!)��#���#��2
%�	��*�#�
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ϕ0n(t) =
√
1− t2

n∑

k=1

Un(t)

(t− xk)U ′
n(xk)

ϕn(xk).
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Ln

[
1√

1− x2

(
1

π

1∫

−1

√
1− t2

ϕn(t)

(t− x)2
dt+

+
1

π

1∫

−1

√
1− t2 Ltn[k(x, t)ϕn(t)] dt

)]
= Ln

[
1√

1− x2
f(x)

]
.
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Knϕ0n ≡ 1√
1− x2

1

π

1∫

−1

√
1− t2

ϕn(t)

(t− x)2
dt+

+Lxn

[
1√

1− x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2 Ltn[k(x, t)ϕn(t)] dt

]
=

= Ln

[
1√

1− x2
f(x)

]
.
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q = Cnβ
∥∥K−1

∥∥
(
E
x

n (k(x, t)) +E
t

n(k(x, t))
)
lnn < 1,
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‖ϕ∗
0(x) − ϕ∗

0n(x)‖ 6 Cnβ
∥∥K−1

∥∥
(
E
x

n (k(x, t)) +E
t

n(k(x, t))
)
lnn,
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ϕ∗
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Knϕ0n =
1√

1− x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2

ϕn(t)

(t− x)2
dt+

+Lxn

[
1√

1−x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2 k(x, t)ϕn(t) dt

]
= Ln

[
1√

1−x2
f(x)

]
.
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∥∥Kϕ0n −Knϕ0n

∥∥ =

∥∥∥∥∥
1√

1− x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2 k(x, t)ϕn(t) dt−

−Lxn

[
1√

1− x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2 k(x, t)ϕn(t) dt

]∥∥∥∥∥ 6

6

∥∥∥∥∥
1√

1− x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2

(
k(x, t)− kxn(x, t)

)
ϕn(t) dt

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥L
x
n

[
1√

1− x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2

(
k(x, t)− kxn(x, t)

)
ϕn(t) dt

]∥∥∥∥∥ = I1 + I2,
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I1 6 CnβE
x

n−1(k(x, t))‖ϕ0n‖,

I2 6 Cnβ‖Ln‖E
x

n−1(k(x, t))‖ϕ0n‖,�����!��
!�0#%�
����
2��0%!"#��
∥∥Kϕ0n −Knϕ0n

∥∥ 6 Cnβ‖Ln‖E
x

n−1(k(x, t))‖ϕ0n‖,
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E
x

n (k(x, t)) = max
−16t61

Exn(k(x, t)).
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∥∥Knϕ0n −Kϕ0n
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=
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x
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[
1√

1− x2
1

π

1∫

−1

√
1− t2

(
k(x, t) − Ltn[k(x, t)]

)
ϕn(t) dt

]∥∥∥∥∥ 6
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t

n(k(x, t))‖ϕ0n‖,
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Cnβ
∥∥K−1

∥∥
(
E
x

n (k(x, t)) + E
t

n(k(x, t))
)
ln n < 1,

# � # �)�,+ � ! � �����	������� (17) (
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(26))
� +8�&�7� � ����� # ���2����� ��� � � � �����	�� # 
 � ���2� �(������� ��>	����4��

‖ϕ∗
0 − ϕ ∗

0n‖ 6 O

(
lnn

nr+α−β

)
, 0 < β < α,

*/���
ϕ∗
0

�
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D = {r1 6 |x| 6 r2}
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r2 > r1
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vt + (v,∇)v = −∇p
ρ

+ ν∆v,
� i
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div v = 0,
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v · n|r=r1 = γ1,
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∫

r=r1

γ1 ds =

∫

r=r2

γ2 ds.
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vt + (v · ∇)V + (V · ∇)v = −∇p+ 1

R
∆v,

div v = 0,
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v · n|r=1 = 1,

v · n|r=a =
γ2
γ1
,

v × n|S = 0.
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V =
1
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er.
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ṽ

��� �*
-* #��%#�%+!���(�����0 (�
+��
 %
p
�
v

�)#%#�����
��/.
������
+!"!"#����(��
 %��-��0 ������
%��
+��
 $��*
-* �"�!��
!�*��59'�
 $!����
��������/��0%!"#�$�% ��� ��(�
%�

λv + (v · ∇)V + (V · ∇)v = −∇p+ 1

R
∆v,

� ���

div v = 0,
� ���

v · n|S = 0,
� i����

v × n|S = 0,
� iai
�

, �*

∆v = ∇(div v) − rot (rotv).
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B = {x ∈ � 3 : 1 6 |x| 6 a} � a > 1.� � �*
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f(x) ∈ S(B)
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L2(B)
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+��
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(
λv −V × rotv +

1

R
rot rotv, f

)

L2(B)

= 0 (∀ f ∈ S(B)),
� i j%�
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v ∈ S(B), v × n|S = 0,
� i-���
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(f ,g)L2(B) =

∫

B

f · g dx.
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v(x)
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� i j%� G)� i-��� � ���$!�������5
f(x) ∈ S(B)
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Y
(−1)
ml (θ, φ) = erYml(θ, φ),

� i � �

Y
(0)
ml (θ, φ) = ∇ΩYml(θ, φ),

� i�=%�

Y
(1)
ml (θ, φ) = (er ×∇Ω)Yml(θ, φ),

� i ���
, �*


∇Ω =
∂

∂θ
eθ +

1

sin θ

∂

∂φ
eφ.
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Y ml (θ, φ)
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Yml =

√
2l+ 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
P

|m|
l (cos θ)eimϕ, |m| 6 l,

, �*

P

|m|
l � �"�����)#�
!��"!�
+!"!�� & ���$!������*& �%
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l
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+!"!"#�
;%+!���(�
+!���
 ����
+����(�
#���$#�$����$!�������� ���"&.#���
2.
������#%��� � 
2��0 ������* � � � *	��B i j C � �

� ������* #��%����%+#1* � ���$!��������
f(x) ∈ S(B)

�
v(x)
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f(x) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

1∑

α=−1

f
(α)
ml (r)Y

(α)
ml (θ, φ),

� i)�@�

v(x) =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

1∑

α=−1

C
(α)
ml v

(α)
ml (r)Y

(α)
ml (θ, φ).
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l∑

m=−l

1∑

α=−1

(
λl(α)m [v] +

1

R
D(α)
m [v] +G(α)

m [v], f (α)
m

)

L2(1,a)

= 0,
� i ���

, �*
 �*
 $���������
�#���
+������#%�"#%�
l
(α)
m

�
D

(α)
m

�
G
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m
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v
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v, f ∈ S(B)
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1

r2
d

dr

(
r2f (−1)

m

)
=
µl
r
f (0)
m .
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v
(0)
m

�
f
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m
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λ

(
U O

O V

)(
C(−1)

C(1)

)
=

(
Û O

O Ŵ

)(
C(−1)

C(1)

)
.
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� �*
#�20
C(α) =

(
C

(α)
−l , C

(α)
−l+1, . . . , C

(α)
l

)T
, U

�
W

�
Û
�
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Umm =
(
L v(−1)

m , f (−1)
m

)
L(1,a)

,
� j i
�

Wm
m =

(
µlv

(1)
m , f (1)

m

)
L(1,a)

,
� jaj%�

Ûmm =

(
1

R

[
d2

dr2
L v(−1)

m − µl
r2

L v(−1)
m

]
− d

dr

1

r2
L v(−1)

m , f (−1)
m

)

L(1,a)

,
� j����

Ŵm
m =

(
µl
R

[
1

r

d2

dr2
(rv(1)m )− µl

r2
v(1)m

]
− µl
r3

d

dr
(rv(1)m ), f (1)

m

)

L(1,a)

,
� j/� �
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L v = v − 1

µl

d2

dr2
(r2v).
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-*;# � j�=%� ��*0
�
�� �����

det

(
Û− λU O

O Ŵ− λW

)
= 0.
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(
µl
r2R

L
∗
L v(−1)

m −
(
λ+

d

dr

1

r2

)
L v(−1)

m , f (−1)
m

)

L(1,a)

= 0,

(
1

Rr

d2

dr2
(rv(1)m )− µl

Rr2
v(1)m − 1

r3
d

dr
(rv(1)m )− λv(1)m , f (1)

m

)

L(1,a)

= 0,
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L
∗v =

r2

µl

d2v

dr2
− v.
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σ(V) =

∞⋃

l=1

{σl(w) ∪ σl(u)} .
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� �*
#�20 *�!"#
�2
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σl(w)

�)#�����#���� ��%�����
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(
λ+

1

r2
d

dr

)
w =

µl
r2R

L
∗w,

� j��@�

w|r=1 = 0,
� j ���

w|r=a = 0.
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(
λ+

d

dr

1

r2

)
L u =

µl
r2R

L
∗
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� � ���

u|r=1 = 0,
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�

u|r=a = 0,
� � j%�

du
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∣∣∣∣
r=1

= 0,
� �����

du

dr

∣∣∣∣
r=a

= 0.
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1

R

d

dr

(
e

R
r
dw

dr

)
−
(
µl
r2R

+ λ

)
w = 0.
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0 > λ1,l > λ2,l > . . . > λn,l > . . . > −∞.
���"#1*0
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λl = − 1

R

a∫
1

e
R
r

{(
dw
dr

)2
+ µl

r2w
2
}
dr

a∫
1

e
R
r w2 dr

.
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a∫

1

|f(x)|2 dx 6
a− 1

2

a∫

1
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df(x)
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∣∣∣∣
2

dx.
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u(r) =
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n=0
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∞∑
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ubn(s)

Rn
,
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n−2, . . . , u

i
0

)
= −

n∑
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L ui0 = Cr2e−h(r), h(r) = σ0(r
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ui0(r) = C

(
g(r)

r∫

1

k(t)t4e−h(r) dt+ k(r)

a∫

r

g(t)t4e−h(r) dt

)
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∣∣∣∣
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∣∣∣∣
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ub0(s) = Λ0e
− s
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Λ0 = −a2 du
i
1
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∣∣∣∣
r=a

.

h ��(�
���#1* ������
+!������
� � � ���$�"#��!��
!�0!�
�
���#����D�2
+!���
 *�#
�2
-* ��
+��
������	����0
�!��
!�*��59'
��*7#��%����%+#1*��

Λ0 =

a∫

1

(
rl+1 − r−l

)
r2e−σ0(r

3−1) dr.
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L
∗
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K u = e−h(r)
d
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(
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)
.
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ḡ(r) f(r) dr.
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K
∗g = 0,
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r=a
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Q1 =
〈
K ui1, g

〉
, Q2 =

〈
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〉
, Q3 = µl

〈
1

r2
L

∗
L ui0, g

〉
.
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r2
d

dr

(
e−h̄(r)g(r)
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−l.

h ��
!�0#%�
����
2��0%!"#��$#���'�
�
���
 � 
+!���
&� =�=%� ��*0
�
�� �����

g(r) = eh̄(r)
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1
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C1t
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(
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(
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t2e−h̄(t) dt.
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d
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(
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d
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(
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))∣∣∣∣
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r5e−h̄(r) dr,
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C

3µl
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)
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(
σ0 +

d

dr

1

r2

)
L uin = −

n∑

i=1

σiL uin−i +
µl
r2

L
∗
L uin−1,

� � ���

uin|r=1 = 0,
� �`i
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dr
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∣∣∣∣
r=a

= −ubn−1|s=0.
� �����

�)%��$�����%!�
+!��*& � � ���)�"#�����(���
-* �)#%#���!"# � 
+!���


L uin = C(r)r2e−h(r),
� ��� �
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C(r) =

r∫

0

G(r)eh(r) dr, G(r) =
µl
r2

L
∗
L uin−1 −

n∑

i=1

σiL uin−i.
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k(r)=rl−1 − r−l−2, b(r)= C̃
(
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)
, C̃=
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a∫

1

f(r)r4 dr.
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a2

3

d
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(
[Λn + Pn(s)]

eh̄(r)
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d
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))∣∣∣∣
r=a

,

Q3,n = µl

〈
1

r2
L

∗
L uin−1, g

〉
,

Q4,n =

n∑

i=1

σi
〈
L uin−i, g

〉
.

� <51�-�/.021��)/.0
����� ' � ���)( h � (�
.�2��' � � 
)( " L CED Ê S Ë Ì Ë D J NMQ�ÊML
Ë L U Ë C Z+Ë H �>N Z S8A�D Z A1A L V NPTEN FIC Z J Ì Ë L HIA T C Z�Ë DGR
T`Ê H Ë Ê5Ì �>N Z«| | #$� ��Ì F Ë H $ A Z R �MLOU�V"�E�"�MLo��X5��V"�`L('��3��Y5� �"��X5�"�

U"��p��$±�%$#,[)(.p)( h.iA�+\
�dn��$%sb�&)(.��(.��F+/$<+:$D�132 wH6�D�:$1$>]D�>�w)D�<+7$<+8$9$='9"r3<E2 ;3t�8$6�='£�9"r$J
:.6�F+D�9
4):.65;3t��$<+4�>�w
6�x5;s25F+D B"wg| |SN³25D5�"G�6�1"@$?��3�0�$�"T"7K�3U"�$¢�F+F{;3<{rm�$/$6Sr39$G)�$@"132545J
8$<+8$9"B3?�T.?C25D5��?�6Er3<{;39$1$6�4�258$9$��9)/$1$6�x5;3<E?C2�?P?C25D5�56�x�1325I+6�4�258$9"BK��L�¦�;s2 r39$:"254�:"25I�Q
	 N³¢«¦�� �«�s~�� 9g�0-]��J°~ST"U�V"�+�$�`LO-��K���EUE�s�EU��"�`L 
 ¢�D�6��+9
832+@":$9K� 	 �q��6�F+F+9$9K� ��"��� ' � ���)( h � (�
.�2��' � � 
)(�" L CED Ê S Ë Ì Ë D J NMQ�Ê D Z.N5J H Ë É A L C Ë NPL3Ê5Ì U Ë C Z1N FIC �>N Z�Ë LAÊMLyÊMLIL F Ì FIC
Z�Ë DGR<V8A TMÉ A Ê S Ì A Z]Ê5Ì Ì C�D N D Z.N5J H Ë É A L C Ë NPL3Ê5Ì V8A T DGF T S Ê D Ë NPL C | |*' R JKC Ë Z C NMQ"��Ì F Ë HIC �°L
U�V"�EW"�`L&%aN�Ì��3U�X.T3Ë CGC �"�$�ML � &qQ$V5���$�EV�X.��! 3 "dQK�EV"� �EV�Y���|.��� ���"�E��V���W"�

�$��� 
����21�� '���(��] S8A T ��Ì �FICGC Ë OP^ A Ë DGCGS8A Z A O F LIO S8A Ë CGA1R T#^.Ì A Ë L A T � A Ë SIF LIO$� % A T R ÊML H Ì O$� " " "C| |" L DGA TELK� $³Ê DGR �>`%NPLIOPT+� T�� A Ë HIA Ì S8A TEO$�`L��E��V5�$�`L('��$���5� �.���"���
W"��f�%��q%$c�io(5p)( h5� ��bEk�^M\s#$%$cS�H( io( ��<+�{@ ;$B$1$8$6�<]4�>]1$6E£)r3<+8$9$<]9S/$6��+13258$9$7$8$>]=�F{;36�=

r$;$BS;39$8$<+=$8$>�wqr39$G�G�<+1$<+8$�$932 ;3t�8$>�wH@"13254�8$<+8$9$=�F�?C2 ;3>�?g/325132�?�<+D�1$6�?y| |�¬CF+/$<{w"9
?C25D5�$832+@":K�ML��E��W�X.�ML��0�K�EU"T$��W"��L�-��3�E�s�EU�U"�

Y"��f�%��q%$c�io(0p)( h�� ��bEk�^M\s#$%$c��H(�io(���<+uq<+8$9$<A8$<+:.6�D�6�1$>�w�IE2 rs2E7�6P4�6�IE?�@"�q<+8$9$9
4�F{;$@"7325<P?C25D�1$9$��9�FE2�?�6�F+6�/$1�B"£S<+8$8$>�w 9�8$<+FE2�?�6�F+6�/$1�B"£S<+8$8$>�w r39$G�G�<+1$<+8$�$9"J
2 ;3t�8$>�w
@"13254�8$<+8$9$=y| |S¬CF+/$<{w"9³?C25D5�$832+@":K�ML��E��Y�V"�`Lo�0�m�EW"T"���"�MLO-��s�E�"��V"�

X.��f�j5²E� ayf�(K~�F+93?�/$D�6�D�9$7$<+F+:$9$<H1325I{;36E£S<+8$9"BO1$<+uq<+8$9$=�6�x�>]:$8$6�4�<+8$8$>�wyr39$G�G�<+1$<+8"J
�$932 ;3t�8$>�w
@"13254�8$<+8$9$=K�dL�NP� Q3Ng9$1KTK�E��Y��"�ML������)F��

�"����j e��
	�&)($¦04�<{r3<+8$9$<S4�?�<+D�6Er3>�4�6�IE?�@"�q<+8$9$=K�dLONP� Q$Ng9$1KTK�E���5�$�`LOW���W)F��
�"��f�j #�� *Hj e$cgio("Ng<+D�6Er3>�4�6�IE?�@"�q<+8$9$=³4�?�<{w.258$9$:.<�£�9"r3:.6�F+D�9K�`L�NP� Q$Ng9$1KTK�E��Y�X.�ML

�"�EV�F��
�EV"�)iA�+\Kb �)(�io( h.��^ �) �jE_���(�Ng<+D�6Er3>¨D�<+6�1$<+D�9$7$<+F+:.6�=OG�9$I+9$:$9K�0�0�CU"�ML�NP� QC¢�I{r$J°4�6

9$8$6�F+D�1K�$;39$D5� T��E��Y�V"�`L��5��U�F��
��������� ' '�](���(�� RIA,DGRIA NPT J NMQ U A Z D NPT CGVIRIA TMË ZEÊ5Ì R ÊMTMÉ,NPL$Ë Z C | | � Ég� #$��' R JKC ��L��E��W5�$�ML

��U�U"�ML '��3U"���d�"U"�+�$�
�EU"��f��sj{¥�%3��%.\K� agf�(m�]($¬�13254�8$<+8$9"BA?C25D�<E?C25D�9$7$<+F+:.6�=³G�9$I+9$:$9K�dL�NP� Qs��2+@":"2"T��E���"���ML

W"�EU�F��
�E�"�)ig%"_"�$%$#P�](3��($v�@"1$Fq?C25D�<E?C25D�9$7$<+F+:.6�=gG�9$I+9$:$9K�`LONP� Q$��2+@":"2"Tm�E��Y��"�MLOW�X5Y)F��



j i � � � � ��- � � ���

�HÅ"·"À ��� � ��Å	��3Å"Ã ��Å"·���Å"Å"»$¸KÄ
	 £�8$>]=gG�<{r3<+132 ;3t�8$>]=g@"8$9$4�<+1$F+9$D�<+D
�0��-]-�¢��)T$�5����V����"T���6�F+D�6�45J°832 J�}q6�8"@�T$@ ;m�sNg9";3td7325:.6�4�2"T��C2
È J°É'Ê5Ë Ì�Q"Ï�Ù�Û+Î$%5Ò�!��"Í+Î.×.Í�� %���CÚ�Ò��

�,+�� !l� ����	�������%���(�(� 0 !l� ���
�1���1�
�
���&!3����
�,���"��!�� ) ��������	�!
��� ���*�1� �,��) ���,�
!2!3�1���� �(�%$��1�

�1�*�,+�� � �����
��� 0 �������,+���� 0 � ���,����!

��? �Y7 
� � ? � � ! �
� RIA CGV8A Z D T F É�NMQ DGRIA CEDGA Ê HKJ �>N Z�NMQ U Ë C Z1N FIC Ë L$Z1N�É V T A1CGC Ë S Ì A � F Ë H S8A�D Z A1A L D Z.N
V8A TMÉ A Ê S Ì A Z1NPL$Z A L D TMË Z CGVIRIA T A1C Ë C.CEDGFIH Ë A1H ��" D Ë C Ê CGCGF É A1H�DGR Ê D Ì Ë XYF Ë H �>N Z C�DGR TEN F O R
NPL A NMQ DGRIA(CGVIRIA T A1C ÊML H Q N�Ì Ì N Z CaDGR TEN F O R�DGRIA ÊMLIN DGRIA T+� � D\DGRIA(S NPT HIA T�ÊMT A Ê�Q F Ì Ì � F Ë H
U A Ì N.Z+Ë D J Ë C
CGA�D �#]%L HIA T DGRIA1CGA Z1NPL H Ë D Ë NPL C T DGRIA T A Ë C Ê T`Ê H Ë Ê5Ì �>N Zq�  D Ê S Ë Ì Ë D J NMQ DGR Ë C
�>N Z«Ë C(A�b Ê5ÉHË L A1H Ê D�R Ë O R � A�J LIN�Ì HIC L F É S8A T C(HIA �>L A1HBS J Ê�T`Ê H Ë FIC NMQ DGRIA
CGVIRIA T A1C �
�>NPTMÉ'Ê5Ì�Ê CEJ É VKD N D Ë Z C N�Ì FKD Ë NPL<NMQ DGRIA Z1NPTET A1CGV NPL H Ë LIO CGV8A Z D T`Ê5Ì V TEN S Ì A ÉªË C N SKD Ê5Ë L A1H
S J�FIC Ë LIO %�Ë CGR Ë ^���� JKFICEDGA TEL$Ë ^'É A�DGR N H �

c�dYe f�gihMjlkPm Ê CEJ É VKD N D Ë Z C T A Ë O A L U Ê5Ì FIA T C Ë LIO F Ì ÊMT V8A T DGF T S Ê D Ë NPLK�



�����������	��
��������������
�����������
����� ������� !"�$#&%'��()� ����
*��+,�	�-�	�!/.





� � � ���\j � �
�
���������
���
�����#���
�
� � 8H�
�*��/189� � ����	 ���
�#�����g/1�9�6�����2�
�
3#	���-� �g����� � �*/1���

:���/1�
���
	 ��� %
����� )#����� �

� ?�� ?�� 	�� � L9F����� ?DAB?�� ��F9K9L8�
� ?�� ?��,K��UE�� 
����AB?�� ?�� � F�
�
	eL�
���

�(?	�J?���
�K��9L�
�

¦�F+D�25D�t�<q1325F+FE?C25D�1$9$4�25��D�F`By?�8$6E£S<+F+D�4�6 � ��;3932�/$65;39$8$6�?�6�4g´�<+x�>]uq<+4�2"��-�/$65J
?�6��qt�� ?C25D�<E?C25D�9$7$<+F+:$9"wA?�<+D�6Er36�4'4':"2E7$<+F+D�4�<)/$1$93?�<+132Hr36�:"25I+>]4�25<+D�F`BKTK7$D�6GM+D�6
?�8$6E£S<+F+D�4�6 � ��;3932g?�8$6��+6�7";3<+832y´�<+x�>]uq<+4�2

f(z) = z5 − 5z3 + 5z
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f(z) = z5 − 5z3 +5z
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P0(z) = 2, P1(z) = z, P2(z) = z2 − 2, . . . ,

Pn+1(z) = zPn(z)− Pn−1(z).

� ��*0
 (���
-* �>(���#

P3(z) = z(z2 − 2)− z = z3 − 3z,

P4(z) = z(z3 − 3z)− (z2 − 2) = z4 − 4z2 + 2,

P5(z) = z(z4 − 4z2 + 2)− (z3 − 3z) = z5 − 5z3 + 5z.
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E(f(z)) ⊆ D(f (2)(z))
�
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f(z) = z5 − 5z3 + 5z
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f(z)
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f(z) = z5−5z3+5z
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f ′(z) = (z5 − 5z3 + 5z)′ = 5z4 − 15z2 + 5.

�0
 � � & �����"�
���0������!"#�
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5z4 − 15z2 + 5 = 0
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z1,2 = ±

√
3 +

√
5

2
≈ ±1, 618, z3,4 = ±

√
3−

√
5

2
≈ ±0, 618.
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maxz∈[−2;2] f(z) = 2, minz∈[−2;2] f(z) = −2.
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f(z) = z5 − 5z3 + 5z
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h(w) = w + 1

w

� � ��*0
�� ��* ��(���#
z = h(w)
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 � ��
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w = eiθ

�
θ ∈ [0; 2π]

��� #�, � �

z = h(w) = h(eiθ) = eiθ +
1

eiθ
=

= cos θ + i sin θ + cos(−θ) + i sin(−θ) = 2 cos(θ).



jaj � � ��������4���� ��� ' � ��4���� �  �  ' � ��* ! 5 � �	� ��  � � � 

��� ]���� � ~�;3�+6�1$9$D.?�/$6�F+D�1$6�<+8$9"B³?�8$6��+6�7";3<+832'´�<+x�>]uq<+4�2"�

� ��*0
�� ��* ��(���#
2 cos(θ)
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w1 = eiθ, w2 = e−iθ

� h ��
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θ ∈ [0; 2π]
�
w = eiθ ∈ S
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2 cos(θ) ∈ [−2; 2]
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w /∈ S
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z = h(w) /∈ [−2; 2]
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z = h(w) = w + 1
w
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w2 − wz + 1 = 0
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�$�����%!�
+!��*&.� �0#%����
����%#%�2&�5��8������
+!��������

w1 •w2 = 1
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w2 −wz +1 = 0
��
 � ���9�%!�������,
!��"!���("!"#�,+#2�"����,��� ��
+!����"#1* �9!���(��/��


�$#%#%����"!������ � �0����,+#�
 � �%!�
��"����,��� �
# ������0 |w| > 1

��� #�, � �
w = ρeiθ

�
ρ > 1

�
θ ∈ [0; 2π]

� � �/��
�
 ��*0
�
-*

h(w) = w +
1

w
= ρeiθ +

1

ρeiθ
= ρeiθ + ρe−iθ =

= ρ(cos θ + i sin θ) +
1

ρ
(cos θ − i sin θ) =

=

(
ρ+

1

ρ

)
cos θ + i

(
ρ− 1

ρ

)
sin θ.

� ��*0
�� ��* � (���#7*�!���*�� & (�������0 ��#����D�2
+!��*&
w + 1

w

�����%!���!��-��5 ��#�.
, � � � ��#���0��$#1��#�, � � �&�$#�, � �

θ = 0
�>���

θ = 2π
� ��#(� $�� �'� �!����(��/.

&'�
w + 1

w = ρ + 1
ρ > 2

� � �!���
θ ∈ [0; 2π]

�
θ 6= 0

�
θ 6= 2π

����#
*�!���*�� & (�������0 ��#����D�2
+!��*&

w + 1
w

!�
 �����%!�� !��-��5
� � ������* #��%����%+#1* �
w+ 1

w ∈ � \[−2; 2]
� �5�%!�
 � !"#�����0(�"����,� �)#�,+����!���(�
+!"!"#�,+#�#��"�����4!"#�����0�5

S
�

#���#��%���D� ��
����'& !�� �%!�
 � !"#�����0(#�����
 %����
[−2; 2]

�9� #���
�
	��#�,+#�� ���$!������*&
h(w) = w + 1

w

��%+#1*�#%����!"# #���#��%���D� ��
����%!�
 � !"#�����0?% ��*0�"!����#�,+# 
!��>.
!���("!"#�,+# �"����,�/� ��
+!����"#1* � !���(��/��
,�$#%#%����"!�����!�� � \ [−2; 2]

� � �/��
�

�"#����D�2
-* �>(���#

f(h(w)) = h(w5)
��� *0
�
-*

f(h(w)) =

(
w +

1

w

)5

− 5

(
w +

1

w

)3

+ 5

(
w +

1

w

)
=

= w5 + 5w3 + 10w +
10

w
+

5

w3
+

1

w5
− 5w3 − 15

w
−

− 15w− 5

w3
+ 5w +

5

w
= w5 +

5

w5
= h(w5).

� ������* #��%����%+#1* �
f(h(w)) = h(w5).

� �/��
�
�������� *�#�������*7#%������������#�(����
z = h(w)

�� *0
�
-*

f (2)(h(w)) = f(f(h(w))) = f
(
h
(
w5
))

= h
(
w52
)
.


�!��/�,#�,���("!"#��"�"#-�0#���� � & � ��!"!�# $,�"�"#%��
#��� ���"#�����(���*

f (n)(h(w)) = f
(
f (n−1)(h(w))

)
= w5n +

1

w5n�!� ��� �
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z /∈ [−2; 2]
���#

lim
n→∞

(
f (n)(h(w))

)
= lim

n→∞

[
w5n +

1

w5n

]
= ∞.

# #����$#���0����
f([−2; 2]) ⊂ [−2; 2]

�1����� � i
� �'��# ���"&,���D�
�0#�,+#
z /∈ [−2; 2]#%������������#�(����

z = h(w)
#�,+����!���(�
+!������ ������*7#��%����%+#1* �

j(f) = ∂
(
z ∈ �

: f (n)(z) → ∞, n→ ∞
)
= [−2; 2].

� ��
���*�!"#
�2
#�����%#�� 5<�����3���"& ���$!��������
f(z) = z5 − 5z3 + 5z

&"���"&�
����'&
#�����
 %+#��

[−2; 2]
� � ��*0
�� ��* ��(���#4*�!"#
�2
#�����%#�� 5<�����

j(f) = ∂
(
z ∈ �

: f (n)(z) → ∞, n→ ∞
)
= [−2; 2]

!�
�&"���"&�
����'&&�����������/�,#1* � �4% ���"#��,!*&�59'
��*?*�!"#
�2
#�����%#1*�� 5<����� ���$!��>.
�����

f(z) = z5 − 5z3 + 5z
�����2�2
)��� �*
�� #�����
 %+#��

[−2; 2]
�

� ��� � 
-* �/��,+#%������*��"#������"#�
+!��*& *�!"#
�2
#�����
��� 5<�����<���"&2�"#����"!"#1*�#%�
��
 ��# � 
+�
� �1����� ����G ��� �

��� ]����� ~�;3�+6�1$9$D.?�9$8$9$�$932 ;39$IE25�$9$9A9
4�>]x�6�132H?C25F+uqD�25x�2 
 �q7325F+D�t � �
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4�>]x�6�132H?C25F+uqD�25x�2 
 U�7325F+D�t � �

� ������� ��� ���.#������	��! �/��,+#%������* �"!��������/����% �@����� � ��# �%#%���)*���� � �����
���
h �"#1*�#�'30�5 � ��!"!"#�$ (������ � �"�"#�,+����* *;# �"�"#���� �2#-�������# �%#%� � ��,� ���"&
�"�"# �2#-� �.�"# $��"����!��/�$#1*0��0�5���
+��� � ��* ��� �"����59'�
 ,+#��$#1*0�>��
��'�)!���5 �>�,#��!.
�$#�����0��

� �5����� �>=���%+#��%���D�2
+! �/��,+#%������*/��# (����!��
+!��*& ����
+���@����$�*�!"#�,+#�(>��
+!��
��
 ��# � 
+�
���

� � ����� � �������% ��! �/��,+#%������* �"#������"#�
+!��*& *�!"#
�2
#����� � 5<�����7*�!"#�.
,+#�(>��
+!"#%� ��
 ��# � 
+�
��� # # &��)!���*?�*
 $���������
 �/��,+#%������*���� # ������0 *;# ��*0
�
-*
f(z) � �"#����"!"#1* ��
 ��# � 
+�
��� � � �2#-���*,
 ,+#

n
. 5 ����
+���@����5

f (n)(z)
�1#���# (>.

!"#3�0#���������#�("!"# ��%)&���0
n = 20

� �
� �.�$#1*0�>��
��'�)!"#�$/�>�,#����$#���� � � 
�
 ��* ��� �"����
�� *�#%!�����#%�/�$#1*0��0�5���
+�����

��#�(����
z
#���*0
 (���
����'&"(�
+�"!�#<* �"��
���#1* � 
#�!��� 
�
 #%���������

z → z1 → z2 →
. . . → zn → . . .

#�,+����!���(�
+!��E� ���"&�#�,+����!���(�
+!"!"#���� ��#%��������# �0#���������#�("!"#
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� � � �"�"#�� �"�%!"#1* �!����(���
 � ��!"!�� & ��#�(>.
���2�"�"#�����������
����'& � �����!��
!�*��
����'&!�!��
!�*��59' � &!��#�(����2�$#1*0�>��
��'�)!"#�$,�>�,#��!.
�$#���� � � � ��!"!�# $	�"�"#%��
#���4% ���$#%!�(������'&	��#�, � � � �$#�, � � ��� �*
�� �����!��
!�0#%�
��!��
#%���������2���D�
�0#�$!��#�(���� �������*�#�$ (������ � $��"����!����$#1*0��0�5���
+������� ��
 %��-��0�.
������
 *�!"#
�2
#�����%# � 5<����� % ���"����� �����'& �7(�
+�"!�# $ �"��
�� � ��� �*
�� #�����
 %2.
�$#1*

[−2; 2]
�

��� ]���� � ~�;3�+6�1$9$D.?�4�>]7$9$F{;3<+8$9"Bg9$D�<+1325�$9$=
?�8$6��+6�7";3<+832'´�<+x�>]uq<+4�2"�

��������� ���"#1*�#�'30�5 �/��,+#%������*�� � ��%+#��%���D�2
+!"!"#�,+#4!��-����� ��� ���"�"#���� �2#�.
����5��# (����!��
+!���
�#%��������# ��#�(�������
�
 ��!��/����% �3��#��%#-�3!���$��"����! ��� �2#-�0!"#�$
��#�(����(� % ������� ��*�#���� �(#��?%+!���(�
+!��*&�*�#-�*�-�"& �)#%#�����
�����������59'�
 $ ����
+���/.
�����

zn
*�!"#�,+#�(>��
+!�� ��
 ��# � 
+�
���

� % ���>��59(�
+!���
 #���*0
�� ��* � (���# ����%+�����%#�����!"!�� & *0
���#-������ ��%���(�
+!��*&
*�!"#
�2
#������� 5<������#��/�"#����"!"#1*�#%� ��
 ��# � 
+�
� � ��
����%#�%-*�#
�4!"#�����0�#����1.
(���
-*;#<* �"#�%+!�����0��"!���
 ,+���@����5 *�����
-*���� ��(�
#�����'�4*0
���#-�0#%�%���"!���#%��*��@���>.
#%!"!�#<* �
�2�$#1* *0�$!������@���"#%!"!�#<* ����
��*!"#��,#�,��*&�* ���/(���# �"#�%���� �"�%!"#������*&�
��
!�� �'�
*�#�� �"�
�@����5 � ��%���(�
+!���5 *�����
-*���� ����� � �"!���#%��*���� ������� ����%+���"�
��
��
�"��
 ��� �"�%!"#�����0 � �����!��
!�0#%�
����
2��0�������
��$#1*0��
���
+!������ �
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