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КОМПЬЮТЕРНАЯ АЛГЕБРА И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ В ЗАДАЧАХ МЕХАНИКИ
Бурное развитие вычислительной математики и ее применение в различных областях науки привели к новым методам научной технологии — математическому моделированию и вычислитель​ному эксперименту на современных ЭВМ'. Следует отметить, что ЭВМ помогают исследователю выполнять в основном арифметические дейст​вия. Разумеется, с помощью ЭВМ методы вычислительной математики позволяют решать сложные задачи математической физики, связанные с интегрированием дифференциальных уравнений, обработкой результа​тов экспериментов и другими приложениями. Однако обрабатываемая и выводимая информация представляется в виде чисел.

Вместе с тем хорошо известно, что ЭВМ могут так же успешно опе​рировать с математическими символами (операндами). Эта область вычислительной математики, получившая название компьютерной алгеб​ры, сейчас интенсивно развивается и находит широкое применение в самых различных областях науки: физике, механике, астрономии, хи​мии, математике.

Неотъемлемой частью научного исследования в области естествозна​ния являются аналитические преобразования; зачастую на их выполне​ние затрачивается больше труда, чем на остальную часть исследования. Именно здесь и помогают методы компьютерной алгебры, которую на​зывают также символьной, так как основным объектом, над которым в этом случае производит действие ЭВМ, является аналитическое выраже​ние, организованное и преобразуемое по заданным логическим правилам. ЭВМ может реализовать интегрирование и дифференцирование символь​ных выражений, перестановки и перегруппировки членов, приведение подобных членов, подстановки в выражения с последующим их преоб​разованием и т. д.

В силу внутренней логики развитие мировой вычислительной техни​ки началось с реализации на ЭВМ численных операций, а затем — всего лишь   около   трех   десятилетий   назад — были   предприняты   успешные

1 Самарский А. А.  Математическое моделирование и вычислительный экспери​мент // Вести. АН СССР. 1979. № 5. С. 38—49.
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попытки выполнения простейших аналитических преобразований2. Так, на первых советских вычислительных машинах типа «Стрела» были реализованы системы, позволяющие выполнять некоторые аналитические преобразования и получать достаточно важные и интересные результа​ты. Однако эти первые работы были сопряжены с большими техниче​скими трудностями. Кроме того, практика использования ЭВМ для ре​шения широкого круга научно-технических и народнохозяйственных задач требовала обработки численной информации. Все это привело к бурному развитию новых поколений ЭВМ.

Как известно, для работы с вычислительной машиной необходимо программное или математическое обеспечение: языковые средства, библиотеки вычислительных программ и подпрограмм и т. д. Библиоте​ки стандартных программ дают возможность решать задачи как общема​тематического характера, так и проблемно ориентированные, но на пути создания хорошего математического обеспечения встают трудности, свя​занные с различием устройства вычислительных машин, часто с невоз​можностью непосредственного переноса программных разработок с одной ЭВМ на другую. Но так или иначе, развитие математического обеспечения и в особенности создание языков высокого уровня для вычислительных машин стимулировало непрерывное совершенствование методов символь​ной алгебры. Понятно, что языковые средства (Фортран, Алгол и др.), предназначенные для численных расчетов, малопригодны для анализа и преобразования символьной информации. Однако ввиду высокого уровня реализации этих средств на отечественных ЭВМ многим советским иссле​дователям удалось развить методы символьной алгебры и создать эффек​тивные системы аналитических преобразований (САП) именно на базе этих языков.

Конкретная форма организации системы аналитических вычислений существенно зависит от используемого машинного языка, от того, на​сколько язык программирования пригоден для реализации математиче​ских операций, обработки информации для решаемого круга задач. В свою очередь языковые средства должны оптимально соответствовать конструкции ЭВМ.

Известно, что по своим количественным характеристикам современ​ные ЭВМ делятся на большие, средние, малые, персональные и мини-ЭВМ. по назначению — на универсальные, управляющие и специализирован​ные. Для повышения эффективности многие из них оснащаются допол​нительными процессорами, служащими для реализации проблемно ориен​тированного математического обеспечения. В качестве примеров можно упомянуть о специальных процессорах для ЭВМ серии ЕС: матричном модуле МАМО, модуле для реализации языка Аналитик и т. д. В на​стоящее время все более широкое распространение получают персо​нальные компьютеры и мини-ЭВМ; дальнейшая проблемная ориентация этих машин призвана повысить их эффективность. Некоторые зарубеж​ные фирмы уже сейчас производят персональные ЭВМ, ориентированные на использование систем аналитических вычислений. При этом на пер​сональных ЭВМ реализованы универсальные системы с хорошо разра​ботанными пакетами прикладных программ. Однако для решения конк​ретных крупных прикладных задач в основном используются большие и средние ЭВМ, позволяющие вести сложное математическое исследова​ние с большим объемом информации.

2 Гердт В. П., Тарасов О. В., Ширков Д. В. Аналитические вычисления на ЭВМ в приложении к физике и математике // Успехи физ. наук. 1980. Т. 130. Вып. 1. С. 113-147.
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Дальнейшее повышение уровня автоматизации в технике, лаборатор​ных экспериментах и системах обработки информации требует повыше​ния точности используемых математических моделей. Как правило, уточнение математической модели машины, механизма или другой ме​ханической системы сопряжено с трудностями чисто аналитического характера. Увеличивается размерность рассматриваемых систем, учиты​вается все большее число нелинейных составляющих, рассматривается совместное влияние дополнительных физических причин. В таких усло​виях автоматизация научных исследований и — как составная часть этого процесса — широкое применение компьютерной алгебры являются необходимыми атрибутами научно-технического прогресса. Системы аналитических вычислений на ЭВМ уже сейчас обеспечили значитель​ное продвижение в решении обширного круга задач теоретической фи​зики и небесной механики. В последние годы методы компьютерной ал​гебры интенсивно внедряются в различные отрасли механики, и в пер​вую очередь в общую и прикладную механику. С помощью систем аналитических вычислений производится детальный анализ кинематически сложных механических систем — от традиционных моделей теории ма​шин и механизмов до синтеза современных манипуляторов и роботов. С помощью таких систем не только получают уравнения движения, но и создают новые методы их численного исследования, более эффектив​ные, чем обычные, не учитывающие специфики решаемых задач.

Методы компьютерной алгебры и соответствующие системы аналити​ческих (символьных) вычислений утверждали свое право на существо​вание в условиях конкуренции с численными методами механики, фи​зики, математики. В результате установилось своего рода «динамическое равновесие». В решении конкретных задач часто используются и анали​тические, и численные методы, причем в самых разнообразных сочета​ниях. Но так или иначе, рассмотрение задачи начинается с аналитиче​ского исследования — составления математической модели, формализации объективных закономерностей. Здесь значение систем аналитических вы​числений проявляется при выводе уравнений движения и установлении связей. Для некоторых сложных механических систем — роботов и ма​нипуляторов, навигационных, гироскопических систем и многих дру​гих — вывод уравнений движения — весьма непростая задача. Она сопряжена с большими техническими трудностями, в результате кото​рых возрастает вероятность ошибок при действиях «вручную». В неко​торых случаях уравнения движения практически невозможно получить без использования ЭВМ.

Предположим, что уравнения, описывающие заданное явление, про​цесс или механическое движение, получены. Далее исследователь выби​рает тот или иной метод их решения. На этом этапе роль систем сим​вольных вычислений также трудно переоценить. Действительно, в общем случае метод решения должен отвечать виду уравнений движения и, следовательно, характеру исходной механической системы. Ясно, что для кинематически сложных механических систем адекватный метод ре​шения уравнений движения должен органически включать большое ко​личество как аналитических, так и численных вычислений.

Одним из самых ранних применений методов компьютерной алгебры в механике был вывод уравнений движения системы связанных тел. Эти уравнения могут содержать сотни, тысячи и даже десятки тысяч одно​членов. Численное исследование подобных уравнений весьма затрудне​но. Более того, использование ряда вычислительных схем предполагает предварительную обработку этих уравнений. К такой обработке уравне​ний движения относится, например, приведение их к нормальной фор-
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ме Коши или запись в нормальных переменных. Иногда требуется линеаризация уравнений в окрестности некоторого решения или поло​жения равновесия. Все эти вопросы могут решаться и некоторые из них уже решаются с помощью систем аналитических вычислений на ЭВМ.

Компьютерная алгебра может быть естественным образом включена в метод конечных элементов, методы численного интегрирования высо​кого порядка (в том числе с регуляризацией систем обыкновенных дифференциальных уравнений), в разностные схемы. Подчеркнем, что символьные вычисления помогают не только использовать известные, хорошо апробированные численные методы, но и служат основой для разработки новых методов, оптимизированных по тем или иным пара​метрам с учетом специфики рассматриваемой задачи. Критериями опти​мизации могут быть, например, сокращение времени счета и объема за​нимаемой программой оперативной памяти ЭВМ, повышение точности искомого решения и др.

Системы аналитических вычислений играют немаловажную роль в осуществлении автоматического программирования полученных урав​нений. Символьные выражения трансформируются в операторы соответ​ствующего языка (например, Фортран-операторы), при этом исключают​ся возможные ошибки программистов. В ряде случаев система анали​тических вычислений берет на себя не только функции переводчика с одного алгоритмического языка на другой, но и выполняет тщатель​ный анализ и, что особенно важно, оптимизацию вычислительной про​граммы. Оптимизированный вариант программы может заметно превос​ходить оригинал как по компактности записи, так и по производитель​ности (быстродействию).

Как для численного, так и для аналитического программирования существенна форма представления полученных результатов. Хорошо известно, например, что таблицы, графики и кинофильмы способствуют более быстрому и эффективному восприятию численной информации. Отметим, что в Институте проблем механики АН СССР разработан и внедрен графический комплекс «Динамика», предназначенный для визуального наблюдения динамики некоторых тепловых и гидродинами​ческих процессов и использующий в качестве устройства отображения бытовые телевизоры черно-белого или цветного изображения. Аналогич​но этому символьное программирование располагает также своими спе​цифическими методами представления аналитической информации. Аде​кватная форма организации аналитических выражений (достигаемая посредством перестановок, подстановок, переобозначений, перегруппиро​вок приведения подобных членов и замен) позволяет глубже понять по​лученный результат, а нередко установить качественно новые закономер​ности и подметить глубокие внутренние связи изучаемых явлений. Система аналитических вычислений может располагать выражениями в виде ряда по степеням некоторого параметра, выделять общий множи​тель и наибольший общий делитель двух и более выражений, осущест​влять тождественные преобразования тригонометрических выражений и т. д.

Еще больше по сравнению с численными методами повышается зна​чение интерактивного режима работы ЭВМ, когда ученый-исследователь может оперативно вмешаться в процесс вычислений, контролировать их с помощью графических систем или дисплея с целью корректировки. Такой режим не только позволяет убедиться в правильности хода ре​шения на промежуточных этапах работы; в ряде случаев анализ явной зависимости промежуточных результатов от того или иного параметра способствует   выявлению   таких особенностей   данной   задачи   (трудно
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предсказуемых вначале), которые влияют на выбор методов последую​щих аналитических и численных манипуляций либо специфицируют область допустимых значений исходных параметров и начальных дан​ных. Неоспоримое преимущество аналитического представления резуль​татов вычислений перед численным в том, что оно позволяет произво​дить качественный анализ полученных решений, их оптимизацию и конкретизацию параметров, обеспечивающую исследуемой механической системе заданное свойство или набор свойств (величин амплитуд, собст​венных частот, перегрузок и т. д.).
Итак, на современном этапе развития прикладной математики тради​ционными являются пока лишь численные методы, но компьютерная алгебра уже властно стучится в двери наших вычислительных центров. Остановимся более подробно на вопросе о том, какие именно преиму​щества использования систем аналитических вычислений делают их не​заменимыми в области механики.
Одно из преимуществ заключается в достижении более высокой сте​пени точности в классе задач, содержащих один или несколько «имма​нентных» безразмерных параметров, выражающихся большими или ма​лыми числами. Поясним сказанное примером. Пусть математическая модель некоторого процесса описывает большие и малые частоты (ампли​туды) одновременно. И пусть задача исследования — установление характера взаимного влияния быстрой и медленной (крупномасштабной и мелкомасштабной) составляющих рассматриваемого процесса. Понят​но, что при численном решении этой задачи выделить малые величины на фоне больших непросто. Более того, поскольку большинство вычис​лительных машин и числовых программ имеют дело с числами задан​ной мантиссы, то искомое решение может вообще оказаться за преде​лами точности ЭВМ. Аналогичные трудности возникают при вычислении определителей, близких к нулю, суммировании достаточно длинных ря​дов, состоящих из малых величин, при численном взятии определенных интегралов, когда их значение является малой величиной, и во многих других случаях. Потери точности возможны при выполнении нескольких математических операций, если программист не учел разномасштабность входящих величин. Системы же аналитических вычислений могут рабо​тать с представлениями чисел в виде дробно-рациональных зависимостей и, таким образом, без потери точности (хотя за это приходится платить большими затратами времени счета). На основе систем аналитических вычислений реализованы схемы, контролирующие точность вычислений, созданы программы и комплексы с наперед заданным размером мантис​сы или с наперед заданной допустимой погрешностью вычислений на каждом этапе.
Другое преимущество использования методов компьютерной алгеб​ры — возможность исследовать механические системы, описываемые математическими моделями большой размерности. Возникновение таких задач связано с повышением уровня требований, предъявляемых к пре​цизионным приборам, к навигационным системам, к надежности работы механизмов и машин. При таком исследовании ученому отводится роль эксперта — он освобождается от изнурительной рутинной работы. Мож​но привести примеры, когда на решение таких задач вручную тратятся многие человеко-годы, а ЭВМ и система аналитических вычислений по​зволяют снизить эти затраты до месяцев, дней, часов. Для вывода уравнений движения трехосного гироскопического стабилизатора на подвижном основании опытному исследователю требуется три дня, в то время как ЭВМ выводит эти уравнения за одну минуту.
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Представление результата в аналитическом виде с указанием явной зависимости основных характеристик от конструктивных параметров — также важное преимущество символьных систем. Во многих задачах ме​ханики, приборостроения и машиностроения завершающий этап иссле​дования как раз и состоит в установлении таких зависимостей. В слу​чаях, когда решение определяется численным путем, этот этап весьма трудоемок. Объяснение состоит в том, что, как правило, в исследуемом механическом или физическом явлении важной оказывается целая груп​па параметров, поэтому аппроксимация решения проводится в многомер​ном пространстве. Для того чтобы подобрать достаточно удовлетвори​тельные зависимости решения от наиболее характерных параметров процесса, необходимы многократные расчеты с вариациями (различны​ми сочетаниями) этих величин. Помимо чисто технических здесь возни​кают трудности, связанные с локальными экстремумами, число которых значительно возрастает с ростом размерности задачи. В случае же, ког​да решение получено в аналитическом виде, возможен не только его качественный анализ или выбор оптимального соотношения параметров, заранее реализующего заданные свойства системы, но и применение ап​парата качественной теории дифференциальных уравнений, теоретико-групповых методов, методов аналитической геометрии.

Говоря о свойствах и особенностях систем автоматических вычисле​ний, необходимо отметить, что каждый пользователь какой-либо систе​мы создает для себя комплекс подпрограмм, ориентированный на неко​торый круг задач. Любой другой исследователь поступает точно так же, невольно дублируя подпрограммы своего коллеги. Таким образом, воз​никает проблема сбора и накопления этих подпрограмм, их тиражиро​вания. Она упрощается, если исследователи работают в одной системе аналитических вычислений и с одним языком программирования; но часто используемые системы и языковые средства различны. Значитель​ные трудности, вызванные несовместимостью систем, всегда устранимы. Выходом из такого положения до некоторой степени может быть уни​фикация формы представления результатов работы подпрограмм. Уни​фицировать библиотеки подпрограмм можно через специальную систему-посредник, осуществляющую связь различных символьных систем и управляющую режимом работы программных средств. Унификация па​кетов прикладных программ существенно повышает эффективность ра​боты символьных систем, поскольку открывается возможность исполь​зования на каждом этапе исследования высокопроизводительных специа​лизированных систем.

В Институте проблем механики АН СССР к настоящему времени реа​лизовано несколько систем аналитических вычислений. Среди них уни​версальные, специализированные и системы общего назначения. Наи​большей популярностью пользуется универсальная система символьных вычислений «Редьюс». Она обладает достаточно большими возможностя​ми проведения общематематических операций, кроме того, стандартное математическое обеспечение может быть расширено. Система «Редьюс» написана на языке высокого уровня Лисп, предназначенном для рабо​ты с символьной информацией. Эта система довольно широко распрост​ранена у нас в стране и за рубежом. Кроме того, в институте есть также системы общего назначения — «Формак» и AMP. Первая из них написана на алгоритмическом языке ПЛ/1, а вторая — на Ассемблере. По сравнению с «Редьюсом» эти две системы обладают большим быст​родействием и требуют меньшей оперативной памяти ЭВМ. В институ​те существует и специализированная система MMANG, предназначенная для     реализации     аналитических     процедур     теоретической     механи-
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ки3; ее отличают высокое быстродействие и компактность записи. Система написана на языке Рефал. Она состоит из ряда модулей, позволяющих выполнять следующие процедуры: вывод функции Лагранжа для меха​нической системы; составление уравнений Лагранжа второго рода; ли​неаризация уравнений движения; приведение системы уравнений дви​жения к стандартному виду; исследование асимптотической устойчивос​ти стационарных движений; численное интегрирование дифференциаль​ных уравнений при заданных начальных условиях; построение приближен​ного решения дифференциальных уравнений в виде степенных рядов; асимптотическое разделение движений в системе с одной «быстрой» переменной.
Структура системы MMANG позволяет выполнить каждую процеду​ру в виде отдельного этапа аналитических преобразований. Связь эта​пов обработки символьной информации осуществляется с помощью внеш​них файлов (полей), расположенных на устройствах прямого доступа. Это последнее свойство определяет возможность согласования с други​ми алгоритмическими языками и системами, и в частности с «Редью-сом». Перечисленные системы аналитических вычислений функциони​руют на ЭВМ ЕС-1055 и ЕС-1055М. Для численных расчетов использу​ются библиотеки программ, написанные на языке Фортран.
Итак, для решения задач механики в Институте проблем механики АН СССР используется несколько систем символьных вычислений, реа​лизованных на различных языках программирования высокого уровня. Несмотря на то, что эти системы имеют возможности установления свя​зи с другими аналогичными системами, для практики этого оказывает​ся недостаточно. С целью решения проблемы объединения программно​го обеспечения, относящегося к различным символьным системам и, соответственно, различным языкам программирования, в институте при​меняется система «Сириус», разработанная Физико-техническим инсти​тутом АН УССР. Она позволяет работать в пакетном и интерактивном режимах с языками программирования Лисп, Рефал, Фортран, ПЛ/1 и др. Благодаря ей исследователь получает возможность применять програм​мное обеспечение, относящееся к различным аналитическим системам. Система «Сириус» имеет и свой собственный язык символьных вычис​лений — Спутник, который может с успехом применяться для решения ряда общематематических задач.
Перейдем к рассмотрению конкретных задач, решенных в Институте проблем механики с помощью систем аналитических вычислений.
Некоторые асимптотические методы алгоритмизированы и представ​лены в комплексе программ «Полимех—Символ». Программы составле​ны на языке символьных вычислений Редьюс для вычислительных ма​шин серии ЕС. Комплекс «Полимех—Символ» представляет пользовате​лю следующие возможности: отыскание периодического решения системы дифференциальных уравнений методом возмущений или методом Пуан​каре; определение периодического решения системы нелинейных диф​ференциальных уравнений переходных процессов методом Боголюбо​ва—Митропольского; приведение системы нелинейных дифференциаль​ных уравнений в окрестности стационарного решения к нормальной форме, удобной для метода осреднения;  исследование  системы  диффе-
3 Городецкий О. М., Климов Д. М., Корлюков А. В. Реализация аналитических процедур теоретической механики на ЭВМ в системе MMANG: Препринт № 233. М.: ИПМ  АН  СССР,   1984.
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ренциальных уравнений методом осреднения; использование метода двух временных масштабов в задачах теории упругости.
Процедуры исследования систем дифференциальных уравнений мето​дом осреднения и приведения их к нормальной форме использованы для изучения  движения   астатического   гироскопа  в   кардановом   подвесе.
Для решения задач нелинейной механики в институте создан асимпто​тический метод4, опирающийся на формализм Гамильтона и теорию групп Ли. Он оказался весьма эффективным в методах символической алгебры5.
Другой задачей; где весьма удачным оказалось применение методов компьютерной алгебры, стало исследование динамики криогенного гиро​скопа. Он представляет собой сверхпроводящий ротор (выполненный, например, из ниобия), форма которого близка к сферической. Ротор удерживается магнитным полем, создаваемым сверхпроводящими катуш​ками. Требуется найти значения уводящих моментов, задаваемые откло​нением формы ротора от сферы. На первом этапе с помощью разрабо​танной приближенной методики решалась задача электродинамики, определялись выражения для сил и моментов, действующих на ротор со стороны подвеса гироскопа. Затем выписывались уравнения движения, учитывающие вращательные и поступательные степени свободы ротора. Величина несферичности считалась малой и задавалась некоторым ко​нечным разложением по сферическим гармоникам. Для дальнейшего ис​следования применялся метод малого параметра совместно с методом осреднения. Все преобразования и аналитические операции выполнялись на ЭВМ ЕС-1055М. В ряде случаев промежуточные выражения оказы​вались весьма громоздкими, хотя окончательный результат (например, для учета эллипсоидальное™ ротора) получился достаточно компактным.
Многообещающими выглядят приложения компьютерной алгебры к задачам теории упругости. Например, решена задача исследования упругих колебаний тонкого кольца, вращающегося с постоянной угло​вой скоростью вокруг своей центральной оси.
В институте накоплен позитивный опыт использования методов компьютерной алгебры в задачах синтеза вычислительных методов. В частности, решена задача синтеза метода вычислений координат век​тора ориентации.
Современный этап использования компьютерной алгебры в приложе​ниях к механике характеризуется большим разнообразием систем сим​вольных вычислений. Разработано немалое количество специализиро​ванных систем аналитических преобразований, среди которых есть слабые и по уровню сервиса (интерфейса), и по объему и качеству ал​горитмов. Причин, объясняющих такое положение, много. Это и большое число языков программирования (причем не все они одинаково пригод​ны для эффективного использования в компьютерной алгебре), и разли​чие в типах вычислительных машин, и неудобства в переносе матема​тического обеспечения с одной ЭВМ на другую, и отсутствие должной информации об имеющихся системах. Создавшаяся ситуация во многом обусловлена также разнообразием  задач механики и методов их реше-
4
Журавлев В. Ф. Метод рядов Ли в проблеме разделения движений в нелиней​
ной механике // ПММ. 1983. № 4; Он же. О применении одночленных групп Ли к
асимптотическому интегрированию уравнений механики // ПММ. 1986. № 3.
5
Klimov D. M. Symbolic algebra in problems of nonlinear mechanics. Proceedings
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ния. Но далеко не всегда труд по созданию собственной символьной си​стемы оправдан. Дублирование и самодеятельность приводят к увеличе​нию времени разработки системы и, как правило, к ограничению области ее приложений. Различия типов ЭВМ, языковых средств программиро​вания, структуры символьных систем, их организации и, вследствие этого, несовместимость систем между собой оказывают негативное влия​ние на процесс внедрения методов компьютерной алгебры в повседнев​ные научные исследования.
Успешному развитию систем аналитических преобразований в меха​нике могут способствовать следующие меры. Во-первых, нужна широ​кая информация о возможностях наиболее развитых и обеспеченных соответствующими библиотеками подпрограмм универсальных систем, систем общего назначения и специализированных символьных систем. Во-вторых, требуется координация усилий ученых в создании специали​зированных систем, ориентированных на ведущие научные направления с учетом имеющихся задач. Большое влияние на развитие символьных систем окажет системное обеспечение использования библиотек под​программ, реализованных на различных языках программирования и системах, в едином вычислительном процессе.
Значительную роль в повышении эффективности работы систем ана​литических преобразований играет объединение больших, малых и пер​сональных ЭВМ в единый вычислительный комплекс. Особенность мето​дов компьютерной алгебры — необходимость обрабатывать крупные массивы символьной информации, что под силу пока только большим вычислительным машинам. Однако на этапе отладки методов и программ, когда не требуются большие ресурсы вычислительной техники, значение малых и персональных ЭВМ трудно переоценить. Большую роль при​званы сыграть персональные ЭВМ в обучении методам компьютерной алгебры. Универсальные системы символьных вычислений с развитым интерфейсом и богатым набором алгоритмов и программ, реализованных на основных типах современных ЭВМ, должны быть внедрены в прак​тику научных исследований. От этого зависит ускорение развития не только механики, но и всех точных наук.
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