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Èññëåäóåòñÿ î äèí êëàññ èãð â í î ðì àëüí î é ô î ðì å, ï ðåäí àçí à÷åí í û õ
äëÿ òåî ðåòèêî -èãðî âî ãî àí àëèçà ì î äåëåé ýêî ëî ãè÷åñêî ãî õàðàêòåðà. Ï î -
êàçàí î ñóù åñòâî âàí èå â ï ðî èçâî ëüí î é èãðå äàí í î ãî êëàññà î ï òèì àëüí î é
ï î Ï àðåòî ñèòóàöèè ðàâí î âåñèÿ. Ï ðè âû ï î ëí åí èè î ï ðåäåëåí í û õ óñëî âèé
ðåãóëÿðí î ñòè ñóù åñòâóåò èñõî ä, óñòî é÷èâû é â ëþ áî ì ðàçóì í î ì ñì û ñëå.

Ââåäåí èå

Â í àñòî ÿù åé ðàáî òå èçó÷àþ òñÿ èãðû â í î ðì àëüí î é ô î ðì å, ó êî òî ðû õ
ôóí êöèè âû èãðû ø à óñòðî åí û ñëåäóþ ù èì î áðàçî ì . Âû äåëåí û í åêî òî ðû å
ãðóï ï û èãðî êî â, ñî âî êóï í î ñòü èõ èì åí óåòñÿ ñòðóêòóðî é èãðû ; êàæäî é
ãðóï ï å ñî î òâåòñòâóåò âåù åñòâåí í î çí à÷í àÿ ô óí êöèÿ, çí à÷åí èÿ êî òî ðî é çà-
âèñÿò î ò ñòðàòåãèé èãðî êî â, âõî äÿù èõ â äàí í óþ ãðóï ï ó. Â ì î äåëÿõ ýêî -
ëî ãè÷åñêî ãî õàðàêòåðà [ 1] â î äí ó ãðóï ï ó î áúåäèí ÿþ òñÿ ó÷àñòí èêè, âçàè-
ì î äåéñòâóþ ù èå ñ î äí èì ï ðèðî äí û ì î áúåêòî ì , ãðóï ï î âàÿ ô óí êöèÿ âû ðà-
æàåò ñî ñòî ÿí èå (â òî ì èëè èí î ì ñì û ñëå) ýòî ãî î áúåêòà. Ôóí êöèÿ âû èã-
ðûø à êàæäî ãî èãðî êà — ì èí èì óì ãðóï ï î âû õ ô óí êöèé ï î âñåì ãðóï ï àì ,

â êî òî ðû å î í âõî äèò.
Âï åðâû å ÷àñòí û é ñëó÷àé òàêî é ì î äåëè áû ë ðàññì î òðåí Þ '. Á. Ãåðì åéå-

ðî ì è È . À . Âàòåëåì [ 2] . Â ðàáî òàõ [2] — [4] áû ë óñòàí î âëåí ðÿä çàì å-
÷àòåëüí û õ ñâî éñòâ èãð Ãåðì åéåðà — Âàòåëÿ, î äí àêî ï ðèí ÿòû å â í èõ ï ðåä-
ï î ëî æåí èÿ î ðåñóðñí î ì õàðàêòåðå î ãðàí è÷åí èé è ì î í î òî í í î ñòè ãðóï ï î -

âûõ ôóí êöèé ÷ðåçì åðí î î ãðàí è÷èâàëè î áëàñòü âî çì î æí û õ ï ðèëî æåí èé.
Í èæå. áóäåò ï î êàçàí î , ÷òî óêàçàí í û å ñâî éñòâà â äåéñòâèòåëüí î ñòè î ï ðå-
äåëÿþ òñÿ ñàì èì óñòðî éñòâî ì ô óí êöèé âû èãðû ø à è î ò÷àñòè — äî ï î ëí è-

òåëüí û ì è óñëî âèÿì è ðåãóëÿðí î ñòè. Ï ðè ýòî ì áóäåò ðàçâèòà í î âàÿ òåõí èêà
äî êàçàòåëüñòâ, ëèø ü â ñàì û õ î áù èõ ÷åðòàõ ñëåäóþ ù àÿ ï î äõî äó ðàáî -

òû [4] .
Í åï î ñðåäñòâåí í û ì î áúåêòî ì âí èì àí èÿ áóäóò âî çì î æí î ñòè çàêëþ ÷åí èÿ

óñòî é÷èâî ãî ñî ãëàø åí èÿ âñåõ èãðî êî â î âû áî ðå ñòðàòåãèé. Èñõî äí àÿ ï î -

ñûëêà òàêî âà: âñÿêî å ñî ãëàø åí èå çàêëþ ÷àåòñÿ äî áðî âî ëüí î è í åëüçÿ í å
ñ÷èòàòüñÿ ñ âî çì î æí î ñòüþ åãî í àðóø åí èÿ. Õî òÿ, âî î áù å ãî âî ðÿ, ì î æí î
ðàññì àòðèâàòü ðàçëè÷í û å ñï î ñî áû áî ðüáû ñ î òêëî í åí èÿì è î ò çàêëþ ÷åí -
í î ãî ñî ãëàø åí èÿ (ñì ., í àï ðèì åð, [5] , [6] ) , í àñ áóäóò èí òåðåñî âàòü ñèòóà-
öèè, êî ãäà âî çì î æí û å í àðóø åí èÿ í åâû ãî äí û ñàì èì í àðóø èòåëÿì è í èêà-

êèõ ñï åöèàëüí û õ ì åð äëÿ ñòàáèëèçàöèè ñî ãëàø åí èÿ í å òðåáóåòñÿ.
Ðàññì î òðèì äâà î ñí î âí û õ òèï à î òêëî í åí èé: î òêëî í åí èÿ «äî » (ñî ãëà-

ø åí èÿ) è î òêëî í åí èÿ «ï î ñëå» (ñî ãëàø åí èÿ) . Î òêëî í åí èå «ï î ñëå» ñî ñòî èò
â òî ì , ÷òî î òäåëüí û é èãðî ê èëè öåëàÿ êî àëèöèÿ ï î ñëå çàêëþ ÷åí èÿ î áù åãî
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.ñî ãëàø åí èÿ òàéí î âû áèðàåò äðóãóþ ñòðàòåãèþ , ðàññ÷èòû âàÿ, ÷òî î ñòàëü-

í û å èãðî êè áóäóò âû ï î ëí ÿòü ñî ãëàø åí èå. Óñòî é÷èâî ñòü ï î î òí î ø åí èþ ê
òàêèì î òêëî í åí èÿì äàâí î èçó÷àåòñÿ â òåî ðèè èãð (ðàâí î âåñèå ï î Í ýø ó
[7] , êî àëèöèî í í î å ðàâí î âåñèå [ 8] ) . Î òêëî í åí èå «äî » ñî ñòî èò â òî ì , ÷òî
î òäåëüí û é èãðî ê èëè öåëàÿ êî àëèöèÿ, î òêàçû âàÿñü î ò ï åðåãî âî ðî â ñ ï àðò-

í åðàì è, ô èêñèðóåò ñâî þ ñòðàòåãèþ , ï ðåäî ñòàâëÿÿ î ñòàâø èì ñÿ èãðî êàì
äî ãî âàðèâàòüñÿ î âû áî ðå ñâî åãî ñî âì åñòí î ãî ðåø åí èÿ. È çó÷åí èå óñòî é÷è-
âî ñòè ï î î òí î ø åí èþ ê òàêèé î òêëî í åí èÿì í å ñòî ëü ï î ï óëÿðí î â ñî âðå-

ì åí í î é òåî ðèè èãð. Ýòî ì ó ì î æí î óêàçàòü ï î ì åí üø åé ì åðå äâå ï ðè÷èí û :
âî -ï åðâû õ, â èãðàõ áî ëåå äâóõ ëèö î áù åãî âèäà í åâî çì î æí î î öåí èòü ðå-
çóëüòàò çàäàí í î ãî î òêëî í åí èÿ, âî -âòî ðû õ, äàæå äëÿ èãð äâóõ ëèö í åèç-
âåñòí û êàêèå-ëèáî ï ðî ñòû å î áù èå óñëî âèÿ ñóù åñòâî âàí èÿ óñòî é÷èâû õ
èñõî äî â {êàê, í àï ðèì åð, óñëî âèÿ âû ï óêëî ñòè-âî ãí óòî ñòè äëÿ ðàâí î âåñèé

ï î Í ýø ó) .
Äàäèì êðàòêèé î áçî ð ñî äåðæàí èÿ ðàáî òû . Â ~ 1 ñî áðàí û î ñí î âí û å

î ï ðåäåëåí èÿ. Â ~ 2 èçëî æåí û ðåçóëüòàòû , í å òðåáóþ ù èå êàêèõ-ëèáî äî -
ï î ëí èòåëüí û õ ï ðåäï î ëî æåí èé; âñå î í è ñâÿçàí û ñ óñòî é÷èâî ñòüþ , ï î î òí î -
ø åí èþ ê î òêëî í åí èÿì «ï î ñëå». Äàëüí åéø èå ðåçóëüòàòû òðåáóþ ò í àëî æå-
í èÿ í à ãðóï ï î âû å ô óí êöèè äî ï î ëí èòåëüí û õ óñëî âèé ' ðåãóëÿðí î ñòè.

Â ñèëüí î ðåãóëÿðí î ì ñëó÷àå ñóù åñòâóåò. åäèí ñòâåí í û é {â ñì û ñëå âû èã-
ðû ø åé) èñõî ä èãðû , óñòî é÷èâû é ï î î òí î ø åí èþ ê ëþ áû ì î òêëî í åí èÿì
«äî » è «ï î ñëå». Ðàññì àòðèâàþ òñÿ è î ñëàáëåí í û å óñëî âèÿ ðåãóëÿðí î ñòè,
ï ðèâî äÿù èå ê í åñêî ëüêî áî ëåå ñëàáû ì ðåçóëüòàòàì . Â $ 3 èçó÷àþ òñÿ
äâóõóðî âí åâû å èãðû , äëÿ êî òî ðû õ è ô î ðì óëèðî âêè, è äî êàçàòåëüñòâà ñó-
ù åñòâåí í î óï ðî ù àþ òñÿ. Â ~ 4 ðàññì àòðèâàþ òñÿ î áù èå ðåãóëÿðí û å èãðû .

~ 1. Î ñí î âí û å î ï ðåäåëåí èÿ

Âî âñåì äàëüí åéø åì èçëî æåí èè èãðà Ã áóäåò çàäàâàòüñÿ óêàçàí èåì
ì í î æåñòâà èãðî êî â N = (1, 2, . . . , è) , ñòðóêòóðû 2~ 2" ~{È) , ì í î æåñòâ ñòðà-
òåãèé Õ~, Ô Ó, è äëÿ êàæäî ãî Û ' í åï ðåðû âí î é âåù åñòâåí í î çí à÷í î é ô óí ê-
öèè ô , (õ' ) í à

1 E S

Êàæäî å ì í î æåñòâî Õ< áóäåò ï ðåäï î ëàãàòüñÿ êî ì ï àêòí û ì â ì åòðèêå ð;, ï ðÿ-
ì î å ï ðî èçâåäåí èå âñåõ Õ» ñ ì åòðèêî é

ð (õ, ó) = ø àõ ð; (« , ó;)
1 ~ 0

áóäåò í àçû âàòüñÿ ì í î æåñòâî ì èñõî äî â èãðû Ã è î áî çí à÷àòüñÿ Õ, äëÿ êàæ-
äî ãî I ~ N ï ðÿì î å ï ðî èçâåäåí èå Õ, ï î ic I ñ ì åòðèêî é

ð, (õ' , ó' ) = ø àõ ð» (õ», ó~)
4à 1

áóäåò î áî çí à÷àòüñÿ Õ' . Äëÿ êàæäî ãî È Æ î áî çí à÷èì Õ;= (ß~ Õ~,Ì ) ; åñòå-

ñòâåí í î ï ðåäï î ëàãàòü, ÷òî Õ~Ô ~ äëÿ êàæäî ãî i< N, î äí àêî î êàçû âàåòñÿ
óäî áí åå ýòî ãî í å äåëàòü. Äëÿ êàæäî ãî Þ Ó ô óí êöèÿ âû èãðû ø à f; í à Õ
î ï ðåäåëÿåòñÿ ðàâåí ñòâî ì
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ãäå õ' — í àáî ð êî ì ï î í åí ò õ» äëÿ âñåõ Þ ß (åñëè Z»= H, òî áóäåì ï î ëàãàòü
f~(x) — = + ~ ) . Âåêòî ð, ñî ñòàâëåí í ûé èç çí à÷åí èé âñåõ ôóí êöèé f~(x) , i~ N,
î áî çí à÷èì f (x) . Èñï î ëüçóåì ñòàí äàðòí î å î áî çí à÷åí èå: åñëè õ»-=Õ, I ~ N,
ó'ÿ Õ', òî õ[~ó' — ðåçóëüòàò çàì åí û â èñõî äå õ äëÿ âñåõ Ô 1 êî ì ï î í åí ò

õ» í à ó;.
Ï î ëí ûé í àáî ð ôóí êöèé »p»», S< Z, áóäåì í àçûâàòü «âåêòî ðî ì »ð» è áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî èãðà Ã î ï ðåäåëÿåòñÿ âåêòî ðî ì »p (åñòåñòâåí í î ï î ëàãàòü,
÷òî çàäàí èå âåêòî ðà ï ðåäï î ëàãàåò çàäàí èå è ì í î æåñòâà åãî êî ì ï î í åí ò—
ñòðóêòóðû Z è èõ âí óòðåí í åãî óñòðî éñòâà, â ÷àñòí î ñòè ì í î æåñòâ Õ' ) .
Åñëè çàôèêñèðî âàòü ñòðóêòóðó Z è ì í î æåñòâà Õ», ic N, òî âñåâî çì î æí ûå
âåêòî ðû »ð ñ í î ðì î é

ll»pll= m~~ ø àõ l»p. (æ' ) I
$ ~ g

î áðàçóþ ò áàí àõî âî ï ðî ñòðàí ñòâî , î áî çí à÷àåì î å â äàëüí åéø åì Ô.
Í àï î ì í èì ðÿä î ï ðåäåëåí èé, ôî ðì àëèçóþù èõ óñòî é÷èâî ñòü ï î î òí î -

ø åí èþ ê î òêëî í åí èÿì «ï î ñëå». Áóäåì ãî âî ðèòü, ÷òî ó'~ Õ' , I ~ N, ÿâëÿåòñÿ
âûãî äí û ì äëÿ êî àëèöèè 1 î òêëî í åí èåì î ò èñõî äà õ~ Õ, åñëè f*(xllu' )'>
~> f»(x) äëÿ âñåõ Þ 1, ï ðè÷åì õî òÿ áû äëÿ î äí î ãî èç ýòèõ i í åðàâåí ñòâî
ñòðî ãî å. Èñõî ä õ~Õ í àçûâàåòñÿ ðàâí î âåñèåì ï î Í ýø ó, åñëè í è äëÿ êàêî ãî
i~N í å ñóù åñòâóåò î òêëî í åí èÿ î ò èñõî äà õ, âûãî äí î ãî äëÿ êî àëèöèè {i)
(äðóãèì è ñëî âàì è, åñëè 1»(õ)> ~»(õ[~ó,) ï ðè âñåõ Ô Ó, ó,~ Õ») , î ï òèì àëü-
í û ì ï î Ï àðåòî , åñëè í å ñóù åñòâóåò î òêëî í åí èÿ î ò èñõî äà õ, âûãî äí î ãî
äëÿ êî àëèöèè âñåõ èãðî êî â N, è ñèëüí î (êî àëèöèî í í î ) ðàâí î âåñí û ì , åñëè
í è äëÿ î äí î é êî àëèöèè I ~N í å ñóù åñòâóåò âûãî äí î ãî äëÿ I î òêëî í åí èÿ
î ò èñõî äà õ. Äëÿ èãðû Ã, î ï ðåäåëåí í î é âåêòî ðî ì »p, ì í î æåñòâà, ñî î òâåò-
ñòâåí í î , ðàâí î âåñèé ï î Í àø ó, î ï òèì óì î â Ï àðåòî è ñèëüí ûõ ðàâí î âåñèé
áóäåì î áî çí à÷àòü NE(q)) , PO(»p) , SE (»p) . Ï î î ï ðåäåëåí èþ èì ååì SE(»p)
~ NE (»p) flPO(q)) . Äëÿ Ì Ó áóäåì î áî çí à÷àòü

R»(»p) = {õ~ Õ~x;< Argmax f; (x)~]y») } .
»» • Å Õ

Í åòðóäí î âèäåòü, ÷òî

NE (q,) = Ï R; (q,) .

È ñêëþ ÷èòåëüí î âàæí û ì äëÿ í àñ î êàçû âàåòñÿ ï î í ÿòèå N-ÿäðà. Ââåäåí -
í î å â [9 ] (äëÿ èãð â ô î ðì å õàðàêòåðèñòè÷åñêî é ôóí êöèè) â êà÷åñòâå
ô î ðì àëèçàöèè èäåè ñï ðàâåäëèâî ãî êî ì ï ðî ì èññà, â í àñòî ÿù åé ñòàòüå î í î
áóäåò èãðàòü ñêî ðåå òåõí è÷åñêóþ ðî ëü, õî òÿ åñòåñòâåí í àÿ ñðàâí èì î ñòü
ñòðóêòóðèðî âàí í û õ ô óí êöèé âû èãðû ø à äåëàåò â í àø åì ñëó÷àå òàêóþ
èí òåðï ðåòàöèþ áî ëåå î áî ñí î âàí í î é, ÷åì ï ðèì åí èòåëüí î ê èãðàì î áù åãî
âèäà.

Òî ÷í î å î ï ðåäåëåí èå N-ÿäðà í åèçáåæí î î êàçû âàåòñÿ í åñêî ëüêî rpo-
ì î çäêèì . Äëÿ êàæäî ãî âåêòî ðà w= (wÄ . . . , wÄ) ~ B " âåêòî ð á (è ),'=

= (6 , (w) , . . . , 6Ä(w) ) î äí î çí à÷í î î ï ðåäåëÿ åòñÿ óñëî âèÿì è : 1) 6 , (w) < . . .
. . . <~< 6Ä(w) , 2) ñóù åñòâóåò âçàèì í î -î äí î çí à÷í î å î òî áðàæåí èå à: N~ N,
äëÿ êî òî ðî ãî 6<(w) = w,~~> ï ðè âñåõ i~ N. Ï î ï ðî ñòó ãî âî ðÿ, ä (è~) — ðåçóëü-

òàò óï î ðÿäî ÷åí èÿ êî ì ï î í åí ò âåêòî ðà w ao âî çðàñòàí èþ . Áóäåì ãî âî ðèòü,
÷òî âåêòî ð èÈ " ëåêñèêî ãðàô è÷åñêè ëó÷ø å âåêòî ðà â È ", åñëè í àéäåòñÿ

í î ì åð kc N, äëÿ êî òî ðî ãî 6Ä(v) ? 6~(w) è 6 ;(v) > 6<(w) äëÿ âñåõ i< A:.
Áóäåì ãî âî ðèòü, ÷òî èñõî ä õ èãðû Ã, î ï ðåäåëÿåì î é âåêòî ðî ì ~ð, âõî äèò
â åå Ó-ÿäðî (î áî çí à÷àåòñÿ õ~ Ì èñ1 (~ ) ) , åñëè í åò òàêî ãî èñõî äà ó, ÷òî áû

~



âåêòî ð f (e) áû ë ëåêñèêî ãðàôè÷åñêè ëó÷ø å âåêòî ðà / (õ) . Ï î ñêî ëüêó î òî -
áðàæåí èå Î ' Ë "~ R" í åï ðåðû âí î , â í àø èõ óñëî âèÿõ êî ì ï àêòí î ñòè-í åï ðå-

ðû âí î ñòè í åòðóäí î ï î êàçàòü, ÷òî Nuel (<ð) Ô È .
Ï î î ï ðåäåëåí èþ èì ååì Nucl (<ð) ÐÎ (~ð) , ï î ýòî ì ó åñëè z~ Nucl (~ð) ,

/ (õ) ~ f (e) , òî í àéäåòñÿ í î ì åð i '~ > , äëÿ êî òî ðî ãî A(~) ) / , (ó) . Ââåäåì

î ÷åí ü ï î ëåçí î å äëÿ äàëüí åéø åãî î áî çí à÷åí èå

A(v)

~~

ø ø
:(Xj > 1,

Äëÿ èñõî äà õ~ Õ è ÷èñëà w áóäåì î áî çí à÷àòü 1(õ, w) = (Ô Ó~f;(x)< w} .
Ë åì ì à 1. Åñëè x~ Nucl (cp) , f (x)+ f (y) w' î ï ðåäåëåí î ðàâåí ñòâî ì

(1) , òî f~(õ) ÐÖ ó) äëÿ âñåõ Ô 1(ó, òî ' )
Äåéñòâèòåëüí î , ï î î ï ðåäåëåí èþ w* èì ååì f, (õ) « /;(ó) äëÿ âñåõ

jEI (z', è~' ) . Åñëè í àéäåòñÿ í î ì åð Ô 1(ó, w*) , äëÿ êî òî ðî ãî f; (x) < f;(y) , òî
î áÿçàòåëüí î f;(x) < w", Ô 1(æ, w*) è I (y, f'; (õ) ) ñ 1(õ, f~(õ) ) . Èç ï î ñëåä-

í åãî ñî î òí î ø åí èÿ âûòåêàåò, ÷òî âåêòî ð f (y) ëåêñèêî ãðàôè÷åñêè ëó÷ø å
âåêòî ðà f (z) , ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ x~ Nucl (~ð) .

Ýòî í åñëî æí î å óòâåðæäåí èå áóäåò ì í î ãî êðàòí î èñï î ëüçî âàòüñÿ â ï î -

ñëåäóþù èõ äî êàçàòåëüñòâàõ.
Î ï èø åì , í àêî í åö', äâà âàðèàí òà ï åðåõî äà î ò èãðû Ã ê èãðå ñ ì åí üø èì

÷èñëî ì èãðî êî â. Ï óñòü I ~N. Â ï î äûãðå, î ï ðåäåëÿåì î é âåêòî ðî ì «ð", ó÷àñò-
âóþò èãðî êè , Ô 1 ñ òåì è æå ì í î æåñòâàì è ñòðàòåãèé Õ~, Ã = (Û ' (ß 1} ,
ñð, ' (õ' ) = ~ð, (õ' ) äëÿ âñåõ ß~ Ã .

Ï óñòü 1È , õ'å-=Õ' . Â ôàêòî ð-èãðå, î ï ðåäåëÿåì î é âåêòî ðî ì «ð"' , ó÷àñò-

âóþ ò èãðî êè Ì é ~ 1 ñ òåì è æå ì í î æåñòâàì è ñòðàòåãèé Õ~. Äëÿ êàæäî ãî
Ò & ,1 î áî çí à÷èì Z (T) = (Ì Õ(Ð (Ó~,1) = T) è ï î ëî æèì Õ"'= (Ò': — Ó1,1!
~Z (T) + H) . Äëÿ êàæäî ãî Ò~ Õ"' ï î ëî æèì

ó ò) min q)s (x~' ) ,
ÿåõ(ò)

Ï î í ÿòèå ï î äûãðû ñï åöèôè÷í î äëÿ èãð ñî ñòðóêòóðèðî âàí í û ì è ôóí ê-
öèÿì è âû èãðûø à, ôàêòî ð-èãðà æå ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòî ðåçóëüòàòî ì ôèêñàöèè
â èãðå Ã ñòðàòåãèè õ' êî àëèöèè 1.

~ 2. È ãðû î áù åãî âèäà

Â ýòî ì ï àðàãðàôå èçëàãàþ òñÿ ðåçóëüòàòû , î òí î ñÿù èåñÿ ê îáù åì ó ñëó-
÷àþ , ò. å. ï ðåäï î ëàãàåòñÿ ëèø ü, ÷òî ì í î æåñòâà Õ» — ì åòðè÷åñêèå êî ì ï àê-
òû , à ôóí êöèè »ð~ í åï ðåðûâí û ; ì í î æåñòâî Z ï ðî èçâî ëüí î å.

Ò å î ð å ì à 1. Äëÿ ëþ áî åî âåêòî ðà»ð ñï ðàâåäëèâî âêëþ ÷åí èå Nuel (ô)
= N< (~ð) .

Ï óñòü x~ Nucl (q)) , Ô Õ, ó;å=-Õ», ï î ëî æèì ó= õ~~ó;. Åñëè áû f;(y)~ f;(x) ,
òî , ï î ñêî ëüêó õå=Õï ñ1 (cp) , í àøåëñÿ áû í î ì åð j'< N, äëÿ êî òî ðî ãî f; (y) <

( f;(x) , ï ðè÷åì fq(y) f; (x) . Í î ï ðè ï åðåõî äå î ò õ ê ó ì î ãóò èçì åí èòüñÿ
ëèø ü òå »ð , ó êî òî ðûõ Ô ß. Ñëåäî âàòåëüí î , f»(õ)~~ f;(y)~ f*(y) — ï ðî òèâî -

ðå÷èå.Áî ëåå ôî ðì àëüí î , ï ðåäï î ëî æèâ, ÷òî /;(ó) ) /;(õ) , î ï ðåäåëèì è* ðàâåí -
ñòâî ì (1) è âî çüì åì ô 1(ó, è,*) \ ,1(õ, w' ) è S< Z, äëÿ êî òî ðî é f;(y) =
= «ð~(ó~) ï ðè ó~ ß. Åñëè ~ÔÁ, òî õ' = ó~ è f,.(x) < <~(ó' ) = ó;(ó) â ï ðî òèâî ðå-
÷èå ñ âûáî ðî ì ó'. Åñëè æå ÅÌ , òî ó»(ó)~ ~ð (ó' )~ è*, ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò

ëåì ì å 1.

~



Ñ ë å ä ñ ò â è å. Äëÿ ëþáî ãî âåêòî ðà q ñï ðàâåäëèâî NE (q>) Ï ÐÎ (ó) + S.
Ðàçóì ååòñÿ, ï àðåòî âñêî å ðàâí î âåñèå êàê òàêî âî å ì î æåò ðàññì àòðè-

âàòüñÿ êàê âî çì î æí û é êî ì ï ðî ì èññí ûé èñõî ä. Î òì åòèì , î äí àêî , ÷òî â î á-
ù åì ñëó÷àå ï àðåòî âñêèõ ðàâí î âåñèé ì î æåò áûòü í åñêî ëüêî , ñ ðàçí û ì è
çí à÷åí èÿì è âûèãðû ø åé è ñðåäè í èõ ì î æåò í å áûòü í è î äí î ãî ñèëüí î ãî
ðàâí î âåñèÿ.

Ï ðè ì åð 1. N= (1, 2} , Õ,= Õ,= ( 1, 2} , X= (N, (1} , (2} } (p,(i ) = 3,
(ðñ(ó' ) = 1 ( i , j = 1, 2 , ~Ô ó) , (ðîò( 1, 1) = (ðó ( 2, 2 ) = 2 , (ððàõ( 1, 2 ) = (ðê ( 2 , 1 ) = — 1.

Âûèãðûø è èãðî êî â çàï î ëí ÿþ ò ì àòðèöó (õ, — í î ì åð ñòðî êè, õ, — í î ì åð

ñòî ëáöà)

( 2, 1)

( — Ê —

1, — 1)

1, 2 )

~

Ï î ëó÷àåòñÿ èçâåñòí û é ï ðèì åð — èãðà «ñåì åéí û é ñï î ð» [ 10] , êî ãäà èì åþ ò-
ñÿ äâå í åñðàâí èì û å ï àðåòî âñêèå ñèòóàöèè ðàâí î âåñèÿ, î áå ï ðèí àäëåæà-
ù èå N-ÿäðó.

Ï ð è ì åð 2. Ï óñòü N= {1, 2, 3} , Õ~=- [0, i ] , Õã= Õç= (0} (ì î æí î î òî æ-
äåñòâèòü Õ è Õ,) , Z= (N, (1} , (1, 2} } , «p, (õ~) — = Î , «ð„ (õ,) = aÄ «ð»«. (õ,) = 2 — õ,.
Èãðî êè 2 è 3 çäåñü «ï î ëóôèêòèâí û å» (ó í èõ åñòü âû èãðû ø è, í î í åò ñòðà-
òåãèé) , ÷òî ñäåëàí î äëÿ óï ðî ù åí èÿ ï ðèì åðà. È ì ååì Nucl («p) = {1} ,
NE («p) = [ Î , 1] , SE («p) = È . Ë þ áî é èñõî ä õ,Ô Î õóæå äëÿ êî àëèöèè ( 1, 3} ,
÷åì õ,= Î ; ëþ áî é èñõî ä õ,~ 1 õóæå äëÿ êî àëèöèè {1, 2} , ÷åì õ,= 1.

Í åòðóäí î ï î í ÿòü, ÷òî î òñóòñòâèå ñèëüí û õ ðàâí î âåñèé â ýòî ì ï ðèì åðå
ñâÿçàí î ñ ï î ñòî ÿí ñòâî ì ô óí êöèè «ð,. Åñëè, í àï ðèì åð, ñäåëàòü åå âî çðàñ-
òàþ ù åé (èçì åí èâ åå ï ðè ýòî ì ñêî ëü óãî äí î ì àëî ) , òî èñõî ä õ,= 1. ñòàí åò
ñèëüí û ì ðàâí î âåñèåì . Î êàçû âàåòñÿ, ÷òî ýòî — î áù èé ô àêò. Ñêî ëü óãî äí î

ì àëû ì èçì åí åí èåì ëþ áî ãî çàäàí í î ãî âåêòî ðà «ð ì î æí î äî áèòüñÿ, ÷òî áû
ßÅ («ð) Ô È . Áî ëåå òî ãî , â í åêî òî ðî ì ñì û ñëå ñèòóàöèÿ SE («p) Ô È ÿâëÿåòñÿ
áî ëåå òèï è÷í î é. Í àï î ì í èì , ÷òî ï î äì í î æåñòâî ì åòðè÷åñêî ãî ï ðî ñòðàí ñòâà
í àçû âàåòñÿ ì í î æåñòâî ì ï åðâî é êàòåãî ðèè, åñëè î í î ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòí û ì
î áúåäèí åí èåì í èãäå í å ï ëî òí û õ ì í î æåñòâ. Ì í î æåñòâà ï åðâî é êàòåãî ðèè
ÿâëÿþ òñÿ â î ï ðåäåëåí í î ì ñì û ñëå «ì àëû ì è» [ 11] . Ï î êàæåì , ÷òî âåêòî -
ðû «ð, äëÿ êî òî ðû õ SE («p) = È , î áðàçóþ ò ì í î æåñòâî ï åðâî é êàòåãî ðèè.
Åñëè æå âñå ì í î æåñòâà Õ» êî í å÷í û , òî ýòî ì í î æåñòâî ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòî
í èãäå í å ï ëî òí û ì .

' Ë å ì ì à 2. Åñëè õ«-=Ì ï ñ1 («p) \ ,ßÅ («ð) , I c N, ó' — âû ãî äí î å äëÿ êî àëè-
öèè 1 î òêëî í åí èå î ò èñõî äà õ, ó= õ~~ó' , òî í àéäåòñÿ k~ I , äëÿ êî òî ðî ãî

ó,Ôõ„, f. (ó) = / , (õ) .
Ï î ñêî ëüêó f (ó) ~ / (õ) , î ï ðåäåëèì «î ' ðàâåí ñòâî ì (1) è âû áåðåì

1â=-1(ó, «î ' ) ~,1(õ, w' ) Ô È . Î áî çí à÷èì 1' = (Ô 1(ó»-,»'=õ»} . Ï óñòü /»(ó) = «ð»(ó' )

äëÿ j ~ S~ Z; òî ãäà Î ÐÔ È (èí à÷å èì åëè áû õ' = ó' , f; (s ) ~ «p»,.(x' ) = /»(ó) ) .
Äëÿ È ßÏ 1' èì ååì f, (ó) > fÄ(~) è fÄ(y ) ( «ð~(ó' ) «< «î ' , î òêóäà f , (ó) = /, (õ)

ï î ëåì ì å 1. Ë åì ì à äî êàçàí à.
Òå î ð å ì à 2. Åñëè âñå ì í î æåñòâà Õ» êî í å÷í û , òî ì í î æåñòâî («ð~

â=Ô ~Õï ñ1(«ð) ':- ßÅ («ð) } ñî äåðæèò î òêðû òî å âñþ äó ï ëî òí î å ï î äì í î æåñòâî
ï ðî ñòðàí ñòâà Ô (äðóãèì è ñëî âàì è : Nucl («p) ~ SE («p) äëÿ âåêòî ðî â

«î áù åãî ï î ëî æåí èÿ ») .
Äåéñòâèòåëüí î , âåêòî ðû «ð, äëÿ êî òî ðû õ êàæäàÿ ô óí êöèÿ «p»», Sc Z,

âçàèì í î -î äí î çí à÷í à í à Õ' è ì í î æåñòâà çí à÷åí èé ô óí êöèé «ð, ï ðè ðàçí û õ

S~ Z í å ï åðåñåêàþ òñÿ, î áðàçóþ ò î òêðû òî å âñþ äó ï ëî òí î å ï î äì í î æåñòâî
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ï ðî ñòðàí ñòâà Ô, à äëÿ òàêèõ âåêòî ðî â q óòâåðæäåí èå ëåì ì û 2 í å ì î æåò

èì åòü ì åñòà.
Äëÿ áåñêî í å÷í û õ ì í î æåñòâ Õ; óòâåðæäåí èå òåî ðåì û 2 ñòàí î âèòñÿ,

âî î áù å ãî âî ðÿ, í åâåðí û ì . Ì í î æåñòâî âåêòî ðî â tp, äëÿ êî òî ðû õ SE (q ) = È ,

ì î æåò áû òü ï ëî òí û ì â î áø èðí û õ î áëàñòÿõ ï ðî ñòðàí ñòâà Ô.
Ò å î ð å ì à 3. Ì í î æåñòâî (~ð~ Ô ~Ì ï ñ1 (<ð) Q SE (q>) Ô È } (<ð~ Ô ~

[SE (~ð) = È) ÿâëÿåòñÿ ì í î æåñòâî ì ï åðâî é êàòåãî ðèè.
Ââåäåì âñï î ì î ãàòåëüí î å ï î í ÿòèå å-î ñëàáëåí í î ãî ñèëüí î ãî ðàâí î âåñèÿ .

Òàê áóäåì í àçû âàòü èñõî ä õ~ Õ, î òêëî í åí èå î ò êî òî ðî ãî ëþ áî é êî àëèöèè
ëèáî óì åí üø àåò âû èãðû ø õî òÿ áû î äí î ãî èç î òêëî í ÿþ ù èõñÿ, ëèáî í å
äàåò í è î äí î ì ó èç í èõ óâåëè÷åí èÿ âû èãðû ø à, í å ì åí üø åãî å. Ôî ðì àëüí î
ãî âî ðÿ, áóäåì äëÿ êàæäî ãî ç~ Î ðàññì àòðèâàòü ì í î æåñòâî

W SE, (÷ð) = (æå Õ~ × 1': -Õ [ (7 Ô 1 f ,(õÖó ) ~ Ä (õ) ) =~

~ (Þ Å 1 Ä (~lit ' ) ( / , (õ) + å) ] ) .

Î áî çí à÷èì W (8 = ( ,ð~ Ô ~Ì í 0Å ((p) ~ W SE , ((p) ) . Ë åãêî âèäåòü, ÷òî

(<ð~ Ô j ß ê 1 (ñð) ßÅ (~ð) ) = Ä È ' (å) ,

ï î ýòî ì ó äî ñòàòî ÷í î ï î êàçàòü, ÷òî äî ï î ëí åí èå ê êàæäî ì ó ì í î æåñòâó W (s)

í èãäå í å ï ëî òí î â Ô.
Ï î êàæåì , ÷òî â ëþ áî é î êðåñòí î ñòè ëþáî ãî âåêòî ðà (p~~ Ô í àéäåòñÿ

âåêòî ð ~Ð", î áëàäàþ ù èé ñëåäóþ ù èì è ñâî éñòâàì è:
1) Nucl (~Ð") = (x) ~ SE (~ð' ) ,
2) î òî áðàæåí èå v N« I (v ) í åï ðåðû âí î ï ðè ~Ð= ,Ð",

3) rp"~ I nt (W (e) ) äëÿ ëþ áî ãî å> 0. .
Ñâî éñòâî 3) è î çí à÷àåò í èãäå í å ï ëî òí î ñòü äî ï î ëí åí èÿ ê W (a) . Äëÿ äî -

êàçàòåëüñòâà òåî ðåì û î ñòàåòñÿ ðåàëèçî âàòü í àì å÷åí í óþ ñõåì ó.
Ï óñòü <Ð' ~ Ô, xE Nucl (~ð' ) , r> 0; î ï ðåäåëèì âåêòî ð «Ð" ðàâåí ñòâàì è

(Ð, " (ó' ) = ~, ' (ó' ) — ãð, (õ' , ó' ) , ß~ Õ. ß ñí î , ÷òî f (' (ó) < f ' (ó) äëÿ âñåõ ó~ Õ,

Ì Ó, ï ðè÷åì åñëè 1 (ó) = /,' (ó) , ã> 0, òî ó;= õ~.
Ë å ì ì à 3. Ï ðè ëþ áî ì ã> 0 ñï ðàâåäëèâî Nucl (~Ð' ) = (õ} .
Äåéñòâèòåëüí î , äëÿ ëþ áî ãî ó~ Õ, ó~ õ âåêòî ð f ' (ó) ëåêñèêî ãðàô è÷åñêè

í å ëó÷ø å f ' (õ) , à f " (ó) äî ì èí èðóåòñÿ ï î Ï àðåòî âåêòî ðî ì f ' (ó) , ï î ýòî ì ó
f ' (õ) = f" (õ) ëåêñèêî ãðàô è÷åñêè ëó÷ø å f" (ó) .

Ë å ì ì à 4. Ï ðè ëþ áî ì r> 0 ñï ðàâåäëèâî õå=Í Å (q>' ) .
Äåéñòâèòåëüí î , åñëè ó' ÿâëÿåòñÿ âû ãî äí û ì äëÿ êî àëèöèè I î òêëî í å-

í èåì î ò èñõî äà õ ï ðè âû èãðû ø àõ f", òî òåì áî ëåå î òêëî í åí èå ó' âû ãî äí î
äëÿ êî àëèöèè 1 ï ðè âû èãðû ø àõ f ' . Ï î ëåì ì å 2, .í àéäåòñÿ k< I , äëÿ êî òî -
ðî ãî óð óõ„, /„' (~ilv' )= /„' (õ), î òêóäà f." (õi~ó' ) < f„" (õ) , ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò
âû ãî äí î ñòè äëÿ êî àëèöèè I î òêëî í åí èÿ ó' ï ðè âû èãðû ø àõ f ' .

Ë å ì ì à 5. Äëÿ ëþ áû õ ã> 0, 6> 0 í àéäåòñÿ òàêî å q> 0, ÷òî ï ðè
lie — ~Ð" ll< a ñï ðàâåäëèâî > « 1 (~Ð) = o (õ, 6) , ãäå Î (õ, 6) — î òêðû òû é ø àð

ðàäèóñà 6 ñ öåí òðî ì â òî ÷êå õ.
Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî ýòî í å òàê; òî ãäà ï ðè í åêî òî ðî ì 6,> 0 äëÿ ñêî ëü

óãî äí î áëèçêî ãî ê cp" âåêòî ðà ~ð í àéäåòñÿ èñõî ä z~ Nucl (q ) , çÔÎ (õ, 6, ) .
Âçÿâ ñ ó÷åòî ì êî ì ï àêòí î ñòè ì í î æåñòâà Õ ï ðåäåëüí óþ òî ÷êó, ï î ëó÷èì ,
÷òî ñóù åñòâóåò èñõî ä ó,~õ, äëÿ êî òî ðî ãî ï ðè ëþ áû õ q, 6> 0 í àéäóòñÿ
òàêèå âåêòî ð ~Ð è èñõî ä zmNucl (~Ð) , ÷òî ~~~Ð — <Ð' J[< q, ð (ó, z) < 6.
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Ââåäåì î áî çí à÷åí èÿ :

Ñ= (é=Ó j ó;= õÄ ,

N <(z) = {S~ Z j i c 8 & f ,' (z) = «ðí ' ( z) ) (z~ X , i ~ N ) ,

S<(z) = Ö S.
ß å Ì , ( à)

Ë åãêî âèäåòü, ÷òî åñëè f<' (ó) = /;"(ó) , òî ß;(ó) '=Ñ.
Ï ðåäï î ëî æèì áåç î ãðàí è÷åí èÿ î áù í î ñòè, ÷òî f<' (õ)~ . . . ~ /„' (õ) . Ï î -

ñêî ëüêó, ï î ëåì ì å 3, Nucl (q") = (õ) , òî í àéäåòñÿ âçàèì í î -î äí î çí à÷í î å î òî -

ñðàæåí èå î : Ó-+Ó, äëÿ êî òî ðî ãî / ,<,) (ó) ~ . . .à /.(Ä) (ó) è f ," (õ) = /„ ,) (ó) ,

. . . , f», (õ) = / .«„ »> (ó) , f>,' (æ) ) f ,"«,> (ó) äëÿ í åêî òî ðî ãî k~ lV. Î áî çí à÷èì

1= ( 1, 2, . . . , é — 1] ; ï î ñêî ëüêó z~ Nucl (~ð' ) , òî äëÿ âñåõ Æ âû ï î ëí ÿåòñÿ

» î~,' (õ) = / ,Ä, >(ó) = / ,«,> (ó) , î òêóäà 5',Ä, >(ó) = c .

Ï ðåäï î ëàãàÿ , ÷òî é) 1, ðàçî áüåì ì í î æåñòâî 1 í à ãðóï ï û 1»(õ) òàê,
÷òî áû äëÿ i , j ~ l , (õ) èì åòü /»' (õ) = /)~(õ) , à äëÿ Ô 1, (õ) , ó~ 1,+, (õ) èì åòü
f (õ) < f ,.' (õ) . À í àëî ãè÷í û ì î áðàçî ì ðàçî áüåì í à ãðóï ï û I »(y) ï î çí à÷å-
í èÿì f~' (y) = /»' (ó) ì í î æåñòâî à1. ß ñí î , ÷òî I , (ó) = ol , (õ) . Ï óñòü )~ l , (ó) ;
òî ãäà / )' (õ) < /)" (ó) , ï î ñêî ëüêó S; (y ) C. Í î çí à÷åí èå /)" (ó) ì èí èì àëüí î ,
,ñëåäî âàòåëüí î , f)" (õ) = f)" (ó) , j ~ l » (õ) , S»(x ) ~ I » (õ) . È ì ååì 1, (õ) = I , (ó) ,

à ì î æí î ñ÷èòàòü òî æäåñòâåí í û ì í à 1, (õ) , ß, (õ) = ß;(ó) äëÿ âñåõ i»= — l »(z ) .
îÏ óñòü òåï åðü / ~ 1, (ó) ; èç 5'; (ó) à Ñ ï î ëó÷àåì f~" (õ) ß " (ó) . Åñëè áû

j ~ l , (õ) , òî , êàê óæå óñòàí î âëåí î , áû ëî áû ó'~ 1, (ó) , ï î ýòî ì ó ô 1î (õ) ,
S; (õ ) ~ 1, (õ) 01, (õ) . È ì ååì l , (õ) = 1, (ó) , 0 ì î æí î ñ÷èòàòü òî æäåñòâåí í û ì
í à 1, (õ) , S»(õ) = S»(y ) äëÿ âñåõ ~~ 1, (õ) . Ï ðî éäÿ àí àëî ãè÷í û ì î áðàçî ì ï î
âñåì ãðóï ï àì 1, (ó) , ï î ëó÷àåì , ÷òî äëÿ êàæäî ãî i ~ I ñï ðàâåäëèâî f (õ) =
= f» (ó) — /» (ó) , S<(x ) — ß; (ó) .

Âû áåðåì òåï åðü q è á ñòî ëü ì àëû ì è, ÷òî áû ï ðè )[«p — «p' [J< q äëÿ à= õ, ó,
5', T~ Z, z~ X èç óñëî âèé «ð~' (à' ) < «ð, ' (à ) ,,ð (à, ã) < 6 âû òåêàëî í åðàâåí ñòâî
«p»»' (z~) < «ð~' (ã~) , à èç óñëî âèÿ ð (ó, z) < 6 âû òåêàëî f»,(z) < 1„ (õ[~ã«) (çäåñü óæå

äî ï óù åí è âàðèàí ò k= 4, 1= >~>, êî ãäà õ(/z' = õ) . Åñëè ï ðè òàêèõ q è á âû -
ï î ëí ÿþ òñÿ í åðàâåí ñòâà ll«p — «ð"lj< m, ð (ó, ã) < á, òî ï î ëó÷àåì f»(z) /»(õÖã' )
äëÿ âñåõ È-=l , 4 (ã) < / „ (õ~~ã' ) , î òêóäà âåêòî ð f (x [[z' ) ëåêñèêî ãðàô è÷åñêè

ëó÷ø å âåêòî ðà f (z) , ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ ÿ Ì ï ñ1 («p) . Ë åì ì à äî -
êàçàí à.

Ë å ì ì à 6. Äëÿ ëþ áûõ r) 0, å) 0 í àéäåòñÿ òàêî å ð,) 0, ÷òî 0 («ð", ð, )
È' (å) .

Äëÿ êàæäû õ 1 2" 1, (8 ) , ãå=-Õ î áî çí à÷èì

F, (z) = (ó' «í Õ' ( ø àõ [1 " (z(]ó' ) — f ,. (z) ] o e/ 3) ,
»C I

ó (z) = min min max [f; "(z) — f;" (ã ~( y~)7.
I C N@ I & @I (q) »E I

Ï î ëåì ì å 4, õ~ ÂÅ (~ ' ) , ï î ýòî ì ó ó(õ) ~ 0. Í åòðóäí î âèäåòü, ÷òî î òî áðà-

æåí èå Ó» ï î ëóí åï ðåðû âí î ñâåðõó, ï î ýòî ì ó ô óí êöèÿ ò ï î ëóí åï ðåðû âí à
ñí èçó. Ï î ëåì ì å 5, ì î æí î âû áðàòü «~) 0 òàê, ÷òî áû ï ðè ëþ áû õ «ð~
~ O(«p' , q) , z~ Nucl (q>) âû ï î ëí ÿëî ñü ó (ã) ) ó(õ) / 2. Ï î ëî æèì ð,= min [å/ 3,
'>~, ó(õ) / 4] .

Ï óñòü «p~ O(«p", ð, ) , zE Nucl (q>) . Âî çüì åì ï ðî èçâî ëüí óþ êî àëèöèþ 1
è ó'~ Õ' . Åñëè ó' Ô Ó' (ã) , òî äëÿ ëþ áî ãî Ì 1 èì ååì /»" (z]3ó' ) < / (z) + e/3,
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î òêóäà Ä(z~~y' ) ( /~(z) + s; åñëè æå ó' å-=Ó' (z) , òî í àéäåòñÿ Ì 1, äëÿ êî òî ðî ãî
/ (ç) ~ /~" (ç~~ó' ) + x (ã) ~ f (ç~~ó' ) + ( (õ) / 2, î òêóäà f ' (ã) ~ f' (zllv' ) . Â èòî ãå

ï î ëó÷àåì ã~ % ßÅ, (ñð) .
Ë åì ì à äî êàçàí à, à ñ í åé è òåî ðåì à.

~ 3. Äâóõóðî âí åâû å èãðû

Í à ï ðî òÿæåí èè ýòî ãî ï àðàãðàô à áóäåì ï ðåäï î ëàãàòü äî ï î ëí èòåëüí î ,
÷òî äëÿ ëþ áî ãî É =Õ ëèáî S= N, ëèáî S- {i ) ï ðè Ô Õ (Åñòåñòâåí í î ï î ëà-
ãàòü, ÷òî Ó~ Õ, â ï ðî òèâí î ì ñëó÷àå èãðà ðàñï àäàåòñÿ è í å çàñëóæèâàåò
âí èì àí èÿ.)

Ò å î ð å ì à 4. Äëÿ ëþ áî ãî âåêòî ðà «ð ñï ðàâåäëèâî âêëþ ÷åí èå Nucl («p) =-
— ~Å (~) .

Â ñàì î ì äåëå, ï óñòü x~ Nucl (~ð) , I ~ N, ó' ~ Õ' , ó= õ~~ó' . Ï ðåäï î ëî æèì ,
÷òî f; (y ) ~ f~(x ) äëÿ âñåõ ô 1 è í àéäåòñÿ í î ì åð Ì 1, äëÿ êî òî ðî ãî f ; (y ) >
) /; (õ) . Òî ãäà / (ó) ~ f (x ) è ì î æí î î ï ðåäåëèòü é ðàâåí ñòâî ì (1) ; äëÿ
Ü=— 1(ó, w*) ~ 1(õ, è,*) Ô 8 î áÿçàòåëüí î ÉÔ1, ñëåäî âàòåëüí î , õ~= ó„. Î òñþ äà
«î ' = /, (ó) - «ð„ (ó) ~ /, (ó) , ò. å. ~«=1(ó, w*) , ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò ëåì ì å 1.

Ï ðèì åð 1 ï î êàçû âàåò, ÷òî ñóù åñòâî âàí èå ñèëüí î ãî ðàâí î âåñèÿ í å
óñòðàí ÿåò, âî î áù å ãî âî ðÿ , ï ðî áëåì û âû áî ðà ñî âì åñòí î ãî ðåø åí èÿ, ï î -
ñêî ëüêó ðàçí û ì ó÷àñòí èêàì ì î ãóò áû òü âû ãî äí û ðàçí û å ðàâí î âåñèÿ.
Ì î æí î óêàçàòü óñëî âèÿ, ï ðè êî òî ðû õ ýòî ãî í å ï ðî èñõî äèò.

Áóäåì í àçû âàòü âåêòî ð «ð ðåãóëÿðí û ì , åñëè äëÿ êàæäî ãî {i ) ~ Z ôóí ê-
öèÿ ñð«óäî âëåòâî ðÿåò õî òÿ áû î äí î ì ó èç ï ðèâåäåí í û õ í èæå óñëî âèé.
Åñëè êàæäàÿ ô óí êöèÿ ñð; óäî âëåòâî ðÿåò óñëî âèþ 2, òî òàêî é âåêòî ð «ð
áóäåì í àçû âàòü ñèëüí î ðåãóëÿðí û ì .

Ó ñë î â è å 1. Êàæäû é ëî êàëüí û é ì àêñèì óì ô óí êöèè «ð« ÿâëÿåòñÿ åå
ãëî áàëüí û ì ì àêñèì óì î ì .

Ó ñë î â è å 2. Åñëè õ;, ó; — òî ÷êè ëî êàëüí î ãî ì àêñèì óì à ôóí êöèè «ð«,
òî äëÿ ëþ áî ãî ç~ Õ ñï ðàâåäëèâî «p (~ilx,) = «ð„ (ÿ~~ó,) .

Â ñëó÷àå äâóõóðî âí åâû õ èãð Ãåðì åéåðà — Âàòåëÿ âû ï î ëí ÿþ òñÿ î áà,
óñëî âèÿ . Åñëè ì í î æåñòâî Õ; âû ï óêëî , à ô óí êöèÿ «ð; âî ãí óòà, òî âû ï î ë-
í ÿåòñÿ óñëî âèå 1, åñëè ô óí êöèÿ «p«ñòðî ãî âî ãí óòà, òî âû ï î ëí ÿåòñÿ è óñëî -
âèå 2. Ï î ä÷åðêí åì , ÷òî ï ðè ýòî ì ô óí êöèÿ ~ð„ ì î æåò áû òü ï ðî èçâî ëüí î é.

Ë å ì ì à 7. Åñëè {i ) ~ Z, äëÿ ô óí êöèè ~ð; âû ï î ëí åí î óñëî âèå 1 èëè
óñëî âèå 2, õ~ Â«(«p) è «ð«(õ ) ( ~ð~(õ) , òî

,ð, (õ;) = ø àõ ~ð, (ó~) .
y „.å Õ ,

Â ñàì î ì äåëå, õ» äî ëæí î áû òü òî ÷êî é ëî êàëüí î ãî ì àêñèì óì à ñð», ï î -
ñêî ëüêó â ï ðî òèâí î ì ñëó÷àå ì àëû ì èçì åí åí èåì õ» ì î æí î 'áû ëî áû óâåëè-

÷èòü ñð», ñî õðàí ÿÿ í åðàâåí ñòâî ñð;( ñð»„ òåì ñàì û ì óâåëè÷èâ f;. Åñëè äëÿ ñð»
âû ï î ëí åí î óñëî âèå 1, òî î òñþ äà ñðàçó âû òåêàåò òðåáóåì î å óòâåðæäåí èå.
Åñëè æå âû ï î ëí åí î óñëî âèå 2, ì àêñèì óì «ð» äî ñòèãàåòñÿ â òî ÷êå ó,~ Õ; è
ñð; (ó;) ) »p,(õ;) , òî èì ååì f ; (x [)y») = min [ñð;(ó;) , q» (z[)y») ] = min [ »p;(y;} ,
ñð», (õ) ] ) ñð, (õ;) = f (õ) , ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ õ»í Â; (»p) .

Ë å ì ì à 8. Åñëè âåêòî ð ñð ðåãóëÿðåí , õ, y~ NE (cp) , »ð„ (õ) ~ ñð„ (ó) , òî
ß õ) ~~ f ; (y ) äëÿ âñåõ i~ %.

Â ñàì î ì äåëå, ï óñòü f ' (ó) > /; (õ) ; òî ãäà î áÿçàòåëüí î Ù ~ Õ è ñð»(õ,) (
( ñð„ (õ) . Ï î ëåì ì å 7, ï î ëó÷àåì ñð~(y;) ~ »p, (õ,) , î òêóäà f; (y ) = min [ñð,(ó;) ,
ñð»»(ó) ] ~ min [ñð; (õ,) , ñð», (õ) ] = f; (x ) — ï ðî òèâî ðå÷èå.
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Òàêèì î áðàçî ì , äëÿ ðåãóëÿðí î ãî âåêòî ðà ~ð ï ðåäï î ÷òåí èÿ âñåõ èãðî êî â
í à ì í î æåñòâå NE (tp) ñèòóàöèé ðàâí î âåñèÿ ñî ãëàñî âàí û â òî ì ñì û ñëå, ÷òî
åñëè õ, óñ ß Å (~ð) , / ; (õ) > / , (ó) äëÿ í åêî òî ðî ãî Ì Õ, òî î áÿçàòåëüí î f; (z ) o
~ f<(y ) äëÿ ëþ áî ãî È=Õ

Òåî ð å ì à 5. Åñëè âåêòî ð rp ðåãóëÿðåí , òî âåðí î ñëåäóþ ù åå:
1) êàæäàÿ ô óí êöèÿ f; (Ì Ó) ï î ñòî ÿí í à í à ì í î æåñòâå ÐÎ (~ð) 0NE (rp) ,
2) Nucl (<ð) = SE (~ð) = ÐÎ (ô ) ONE (rp) .
Â ñàì î ì äåëå, ï óñòü

õ'~ Arg max (ð„ {õ) .
xs NR(w)

Ï î ëåì ì å 8, èì ååì f; (x ' ) > /, (x ) äëÿ âñåõ Ì Ó, xmNE (rp) . Ñëåäî âàòåëüí î ,
f (x) = f (x' äëÿ ëþ áî ãî õ~ ß Å (~ð) Ï ÐÎ (~ð) . Î òñþ äà í åï î ñðåäñòâåí í î âû òå-

êàåò è óòâåðæäåí èå 2) òåî ðåì û .
Äðóãèì è ñëî âàì è, äëÿ ðåãóëÿðí î ãî âåêòî ðà q>. ñóù åñòâóåò åäèí ñòâåí í î å

(â ñì û ñëå âû èãðû ø åé) óñòî é÷èâî å ï î î òí î ø åí èþ ê ëþ áû ì î òêëî í åí èÿì
«ï î ñëå» ñî ãëàø åí èå — âû áî ð èñõî äà èç N-ÿäðà. Î äí àêî ýòà åäèí ñòâåí í î ñòü
ñàì à ï î ñåáå åù å í å î çí à÷àåò, ÷òî óêàçàí í î å ñî ãëàø åí èå í å èì ååò ñëàáû õ

ñòî ðî í .
Ï ð è ì å ð 3. Ï óñòü N = ( 1, 2) , Õ,= Õ,= (1, 2) , âåêòî ð ×,= (q i, ,ð2 (p2f)

çàäàåòñÿ ì àòðèöåé (x< — ñòðî êà, x, — ñòî ëáåö)

(4, 3, 1) (4, 2, 4)

(5, 3, 3) (5, 2, 5)

Òî ãäà ì àòðèöà âû èãðû ø åé èì ååò âèä

(3, 3) (5, 2)
Â ýòî é èãðå ñóù åñòâóåò åäèí ñòâåí í î å ðàâí î âåñèå, î ï òèì àëüí î å ï î Ï à-

ðåòî (õ,= 2, x,= 1) . Î äí àêî åñëè èãðî êó 1 óäàñòñÿ ï åðâû ì çàô èêñèðî âàòü
ñâî é âû áî ð õ,= 1, òî ï ðè ì àêñèì èçèðóþ ù åì î òâåòå èãðî êà 2 (õ,= 2) åãî
âûèãðû ø óâåëè÷èòñÿ. Ï î î òí î ø åí èþ ê î òêëî í åí èÿì «äî » N-ÿäðî î êàçû âà-

åòñÿ í åóñòî é÷èâû ì .
Òåî ðåì à 6 (ñì . í èæå) ï î êàçû âàåò, ÷òî N-ÿäðî äëÿ ðåãóëÿðí î ãî âåêòî -

ðà ó óñòî é÷èâî è ï î î òí î ø åí èþ ê î òêëî í åí èÿì «äî ». Åñëè ëþ áàÿ êî àëè-
öèÿ 1 çàôèêñèðóåò ñâî é âû áî ð ó' , à î ñòàâø èåñÿ èãðî êè âû áåðóò ëþ áóþ

ñèòóàöèþ ðàâí î âåñèÿ â ô àêòî ð-èãðå, òî ýòî í å ì î æåò î êàçàòüñÿ âû ãî äí û ì
(ï î ñðàâí åí èþ ñ N-ÿäðî ì èñõî äí î é èãðû ) äëÿ êî àëèöèè 1.

Ò å î ð å ì à 6. Åñëè âåêòî ð ~ð ðåãóëÿðåí , x~ Nucl (rp) , 1à Þ , ó' ñ Õ' ,
ó" ' Ì Å (ô"' ) è f>(y ) > f , (õ) äëÿ í åêî òî ðî ãî È Ó, òî í àéäåòñÿ Ì 1, äëÿ êî -

òî ðî ãî f~(ó) < / ; (õ) .
Î ï ðåäåëèì w* ðàâåí ñòâî ì (1) è âî çüì åì i~ I (y, è ")Ì (õ, w' ) . Ï î ëåì -

ì å 1, èì ååì f (y ) ~ â ' = f ; (y ) , î òêóäà q), (ó;) < ,ð~(ó) . Åñëè iWI , òî , ï î ëåì -

ì å 7, ï î ëó÷àåì ï ðî òèâî ðå÷èå: f~(ó) = ~, (ó;) ~ ,ð; (õ;) « / , (õ) .
Ò å î ð å ì à 7. Åñëè âåêòî ð «ð ñèëüí î ðåãóëÿðåí , õâ=~ ï ñ1(~ð) , 1Ì , ó' â=Õ' ,

ó" ' Ì ï ñ1(~ð"' ) , f, (õ) < f<(y ) äëÿ âñåõ È 1, òî f (x ) = f (y ) .

Ï î òåî ðåì å 6 ï î ëó÷àåì , ÷òî f ; (y) < f<(x ) äëÿ âñåõ æ Ó; ï ðåäï î ëî æèì ,
÷òî f, (ó) < f; (x ) äëÿ í åêî òî ðî ãî j ~ N . (òî ãäà î áÿçàòåëüí î ó~ Þ 1) . Ï óñòü
~ð;(ó;) « ð„ (ó) ; òî ãäà, ï î ëåì ì å 7, ~ð; (ó;) — ì àêñèì óì «ð;, î òêóäà f; (x ) <
« ð, (õ,) « ð~(ó;) = /, (ó) — ï ðî òèâî ðå÷èå. Ï óñòü òåï åðü ~ð; (ó;) ~ ~ð~(ó) ; òî ãäà
î áÿçàòåëüí î ~ð„ (õ) ) ~„ (ó) . Äëÿ ëþ áî ãî È=1 èç f; (õ) = f ; (y) ï î ëó÷àåì
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«ð»(õ») ( «ð„ (õ ) , î òêóäà, ï î ëåì ì å 7, «ð»(õ») — ì àêñèì óì «ð», ñëåäî âàòåëüí î ,
«ð» (ó,) = «ð; (õ,) — òî æå ì àêñèì óì . Ó÷èòû âàÿ óñëî âèå 2, äëÿ ëþ áî ãî I«:~ Nhl ï î -
ëó÷àåì f»,(x lly' ) = ø ~ï [«ð„ (õ~~ó' ) , «ð„ (õ„) ] - ø ø [~ð„ (õ) , «ð»(õ„) ] = ~„ (õ) > ~„ (ó) ,
ï ðè÷åì äëÿ k= j í åðàâåí ñòâî ñòðî ãî å. Ýòî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ ó" " ~
~ Nucl (~ð"' ) .

Ò å î ð å ì à 8. Åñëè âåêòî ð «ð ñèëüí î ðåãóëÿðåí , zc Nucl («p) , Û Ì , ó" ~' ñ
~ ß ï ñ1(«ð"' ) , òî f (õ) = / (õ(~ó" ~' ) .

Î áî çí à÷èì ó= õ~~ó" ~' . Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî f (~) ~ f (y ) è î ï ðåäåëèì é
ðàâåí ñòâî ì (1) . Âî çüì åì i l l (y, w*) NI (x, w' ) . Î áÿçàòåëüí î äî ëæí î áû òü
i~ l ; â ï ðî òèâí î ì ñëó÷àå âåêòî ð /"' (õ" ~' ) î êàçàëñÿ áû ëåêñèêî ãðàôè÷åñêè
ëó÷ø å âåêòî ðà /"' (ó" ~' ) . È ç ó;= õ; ï î ëó÷àåì òî ãäà w*= f; (y ) = ~ú„ (ó) ( «ð» (õ) ,
î òêóäà I (y, è~' ) = »«»' è, ï î ëåì ì å 1, Ä»(õ) > /»(ó) äëÿ âñåõ j N. È ç ó" ~'~
~ Nucl («p*' ) ï î ëó÷àåì òî ãäà f ; (x ) = f; (y ) < q» (x ) äëÿ âñåõ j ~ N «I , î òêóäà,

ï î ëåì ì å 7, ~ð, (õ;) = «ð; (ó;) — ì àêñèì óì ô óí êöèè ~ð;. Ï ðèì åí ÿÿ óñëî âèå 2,
èì ååì «ð» (ó) = «ð» (õ~~ó" » ) = «ð» (õ) . Ï î ëó÷åí í î å ï ðî òèâî ðå÷èå äî êàçû âàåò

òåî ðåì ó.
Òåî ðåì û 7 è 8 ï î êàçû âàþ ò, ÷òî ï ðè ñèëüí î ðåãóëÿðí î ì âåêòî ðå «ð èãðî -

êàì âî î áù å í åò í åî áõî äèì î ñòè î ÷åì -ëèáî äî ãî âàðèâàòüñÿ. Åñëè óñòàí î -
âèòü ï ðî èçâî ëüí û ì î áðàçî ì ï î ðÿäî ê, â êî òî ðî ì èãðî êè áóäóò âû áèðàòü
ñâî è ñòðàòåãèè, è êàæäû é èãðî ê áóäåò ì àêñèì èçèðî âàòü ñâî é âû èãðû ø â
ï ðåäï î ëî æåí èè, ÷òî êàæäû é èç âû áèðàþ ù èõ ï î ñëå í åãî ï ðî ì àêñèì èçèðó-
åò ñâî é, òî ðåàëèçóåòñÿ èñõî ä èç N-ÿäðà. Òî æå ñàì î å ï ðî èçî éäåò, åñëè
î äí î âðåì åí í î áóäóò î ñóù åñòâëÿòü ñâî é âû áî ð í å î òäåëüí û å èãðî êè, à êà-
êèå-òî êî àëèöèè.

Çàì åí èòü óñëî âèå ñèëüí î é ðåãóëÿðí î ñòè âåêòî ðà «ð í à ï ðî ñòî ðåãóëÿð-
í î ñòü í åëüçÿ .

Ï ð è ì å ð 4. Ï óñòü N = (1, 2) , Z= (N, (1) ) , Õ,= ,[ Î , 1] , Õ~= (Î ) , «ð»(õ») -=
— = Î , «ð» (õ,) = õ,. Âåêòî ð «ð ðåãóëÿðåí , í î í å ñèëüí î ðåãóëÿðåí . È ì ååì
Nucl («ð) = (1) , f (Nucl («ð) ) = ( (Î , 1) ) . Âû áèðàÿ ëþ áî é õ,«-=Õ„ èãðî ê 1 í å.

èçì åí èò ñâî åãî âû èãðû ø à, í î ì î æåò óì åí üø èòü (ï î ñðàâí åí èþ ñ N-ÿäðî ì )
âû èãðû ø èãðî êà 2.

Ï î ñêî ëüêó çäåñü ì î æí î ñ ðàâí û ì óñï åõî ì ï î ëàãàòü, ÷òî ñí à÷àëà âû -
áèðàåò ñâî þ ñòðàòåãèþ èãðî ê 1, çàòåì èãðî ê 2 èëè í àî áî ðî ò, ýòî ò ï ðèì åð.
ï î êàçû âàåò í åâî çì î æí î ñòü î ñëàáèòü 'óñëî âèå ñèëüí î é ðåãóëÿðí î ñòè âåêòî -

ðà «ð è â òåî ðåì å 7, è â òåî ðåì å 8.
Óñëî âèå óñòî é÷èâî ñòè ï î î òí î ø åí èþ ê î òêëî í åí èÿì «äî » î äí î çí à÷í î

ô î ðì àëèçóåòñÿ äëÿ ï ðî èçâî ëüí û õ èãð äâóõ ëèö ; â [6] ì í î æåñòâî óñòî é÷è-
âû õ î ï òèì àëüí û õ ï î Ï àðåòî èñõî äî â í àçâàí î ó-»ÿäðî ì . È ç óæå ï î ëó÷åí í û õ
ðåçóëüòàòî â í åòðóäí î âû âåñòè ñî âï àäåí èå N-ÿäðà ñ (-ÿäðî ì äëÿ ðåãóëÿð-
í û õ âåêòî ðî â «ð.

Äî êî í öà ýòî ãî ï àðàãðàô à áóäåì èì åòü â âèäó èãðó äâóõ ëèö. Áóäåì
èñï î ëüçî âàòü ñî ãëàø åí èå i , j ~ ( 1, 2) , è»'-ó', àðãóì åí òû ô óí êöèé âû èãðû ø à

áóäåì âñåãäà ñí àáæàòü èí äåêñàì è, òàê ÷òî , í àï ðèì åð, f»(x;, õ;) ñëåäóåò ï î -
í èì àòü êàê f»(xÄ x>) , í åçàâèñèì î î ò çí à÷åí èé i , ò'. Ââåäåì î áî çí à÷åí èÿ

Â; (õ;) = (õ;~ Õ; ( / , (õ;, õ,) = max f; (x;, ó;) ) ,

ó;= sup ø ø f ; (xÄz;) .
õ ; à Õ ,. õ å Í . ( õ )

ç

Çäåñü Ë; (õ;) — ì í î æåñòâî î ï òèì àëüí û õ î òâåòî â èãðî êà j í à âû áî ð õ~ èãðî -
êî ì i , ò, — í àèáî ëüø èé ãàðàí òèðî âàí í û é ðåçóëüòàò èãðî êà i , åñëè î í î áëà-
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äàåò ï ðàâî ì ï åðâî ãî õî äà [5] ; ó-ÿäðî ì í àçû âàåòñÿ ì í î æåñòâî

Ñò((ð) = (x ~ X ( f ~(z ) ~ "(' i = 1, 2} APO (q )

(êî í å÷í î , ñëåäî âàëî áû ï èñàòü òàêæå (; (v ) è ò. ï ., í î äëÿ êðàòêî ñòè ýòî ãî

ä åëàòü í å áóäåì ) .
Ò å î ð å ì à 9. Åñëè N = ( 1, 2) è âåêòî ð «ð ðåãóëÿðåí , òî Ñ, (~ð) = Nucl (q ) ..
Ï óñòü õ~ Ì ï ñ1(ñð) ; ï î òåî ðåì å 6, èì ååì f; (z ) > f ; (y) äëÿ ëþ áî ãî óå-:

Â,. (~ð) , î òêóäà f ,(õ) ~ ~», ñëåäî âàòåëüí î , õ~ Ñ, (~ð) . Åñëè f , (õ) = "[, äëÿ
î áî èõ i , òî , î ÷åâèäí î , Ñ, (tp) N ucl (tp) (èì åí í î òàê î áñòî èò äåëî , åñëè âåê-
òî ð ó ñèëüí î ðåãóëÿðåí ) . Ï óñòü f; (x ) ~ (,; òî ãäà í àéäåòñÿ ó;~ Õ~, äëÿ êî òî -
ðî ãî f (õ) = /~(õ„ ó;) , í î Ä (õ ) ~ f~(õ„ 'ó;) Î òñþ äà ï î ëó÷àåì f ' (õ~, ó;1=

= ñð„ (õ;, ó;) ( ~ð„ (õ) , à î òñþ äà <ð; (õ;) ( ~ð„ (õ) ,. è, ï î ëåì ì å 7,

f , (õ) = rp; (õ;) = ø àõ q; (ã;) = ø àõ f; (ã) .
é~ Õ

Òàêè ì î áðàçî ì , åñëè f (õ ) ) "(; äëÿ î áî èõ i , òî õ — î áù èé ì àêñèì óì

,ô óí êöèé f , è f , è N ucl (q ) = ÐÎ (~ð) = Ñ, (~ð) . Åñëè æå, í àï ðèì åð, f , (õ ) ~ („
à f , (õ ) = („ òî f , (õ ) — ì àêñèì óì ô óí êöèè f , è äëÿ ëþ áî ãî ãå-=Õ èç í åðà-

âåí ñòâ f , (ã) > („ i = 1, 2, âû òåêàåò f „ (~) = (,= / , (õ ) , à î òñþ äà / , (ç) ~ / , (õ)

Î ï ÿ òü-òàêè ï î ëó÷àåì Ñ, (~ ) = N ucl (y ) . Òåî ðåì à äî êàçàí à.

Çà ì å÷ à í è ÿ. 1. Êàê ï î êàçû âàåò ï ðèì åð 3, óñëî âèå ðåãóëÿðí î ñòè âåêòî ðà ~

â òåî ðåì å Î ñóù åñòâåí í î .
2. Åäèí ñòâåí í î ñòü (â ñì û ñëå âû èãðû ø åé) (-ÿäðà âëå÷åò óñòî é÷èâî ñòü N-ÿäðà

åù å â î äí î ì ñì û ñëå. Ï ðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî î äèí èç èãðî êî â çàôèêñèðî âàë ñâî é âû -
áî ð êàê ôóí êöèþ âû áî ðà ï àðòí åðà õ;= ô (õ~) . Òàêóþ ôóí êöèþ áóäåì í àçû âàòü ï ðàâ-
äî ï î äî áí î é, åñëè ô ;(õ,) ~R;(õi ) äëÿ âñåõ õ; ~Õ~. Èç òåî ðåì û 9 âû òåêàåò, ÷òî åñëè
èãðî ê i çàôèêñèðóåò ëþ áóþ ï ðàâäî ï î äî áí óþ ôóí êöèþ ô , à åãî ï àðòí åð ï ðî ì àêñè-
:ì èçèðóåò ñâî é âû èãðû ø , òî èãðî êó ~ ýòî í å äàñò óâåëè÷åí èÿ âû èãðû ø à ï î ñðàâí å-
í èþ ñ N-ÿäðî ì . Àí àëî ãè÷í î å óòâåðæäåí èå ì î æåò áû òü äî êàçàí î è â î áù åì ñëó÷àå,
î äí àêî ââèäó í åáëàãî ï ðèÿòí î ãî ñî î òí î ø åí èÿ ì åæäó ãðî ì î çäêî ñòüþ ô î ðì óëèðî âêè è
ñóù åñòâåí í î ñòüþ ðåçóëüòàòà í å áóäåì åãî äàæå ô î ðì óëèðî âàòü.

~ 4. Ðåãóëÿðí û å èãðû
4 '

Ä àäèì î áî áù åí èå ï î í ÿ òèÿ ðåãóëÿ ðí î ãî âåêòî ðà <ð äëÿ ï ðî èçâî ëüí î é
ñòðóêòóðû Z . Î áù èé õàðàêòåð ðåçóëüòàòî â òàêî é æå, êàê â $ 3, õî òÿ äî -.

ê àçàòåëüñòâà è ñàì è ô î ðì óëèðî âêè ñóù åñòâåí í î ñëî æí åå.
Ä ëÿ äàí í î ãî âåêòî ðà <ð áó äåì î áî çí à÷àòü Üî ñ Ì èñ1(ô ) è í àçû âàòü ëî -

êàëüí û ì N-ÿ äðî ì ì í î æåñòâî âñåõ òàêèõ èñõî äî â õå=Õ, ÷òî äëÿ êàæäî ãî
i mN í àéäåòñÿ òàêàÿ î êðåñòí î ñòü Ã ;~ õ;, ÷òî õ ï ðèí àäëåæèò N -ÿäðó èãðû ,
çàäàâàåì î é ì í î æåñòâàì è ñòðàòåãèé U , (çàì û êàí èÿ ì è U <) è î ãðàí è÷åí èÿ-

ì è í à

ô óí êöèé f<. (Äëÿ èãðû ñ î äí èì ó÷àñòí èêî ì Loc Nucl (q ) — ì í î æåñòâî ëî -

êàëüí û õ ì àêñèì óì î â.)
Äëÿ ï î äì í î æåñòâ 1~ N áóäåò ðàññì àòðèâàòü äâà óñëî âèÿ ðåãóëÿðí î ñòè.
Ó ñ ë î â è å 3. Ñï ðàâåäëèâî ðàâåí ñòâî L oc Nucl (q>' ) = Nucl (q' ) .
Ó ñë î â è å 4. Åñëè z' , ó' å=Üî ñÕï ñ1(~ð' ) , òî äëÿ ëþ áû õ æ Õ, Æ Õ~Õ'

ñï ðàâåäëèâî y , (z ~~õ' " ' ) = y , (z ~~ó' "' ) .

Ï î òåõí è÷åñêèì ñî î áðàæåí èÿì áóäåì ñ÷èòàòü óñëî âèå 4 âû ï î ëí åí í û ì
è â òî ì ñëó÷àå, åñëè ñóù åñòâóåò Ì 1,,äëÿ êî òî ðî ãî Õ,' = 8 .
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Î òì åòèì , ÷òî äëÿ I = N àâòî ì àòè÷åñêè âû ï î ëí ÿåòñÿ óñëî âèå 4.
Âî î áù å ãî âî ðÿ, êàæäî å èç ýòèõ óñëî âèé ì î æåò âû ï î ëí ÿòüñÿ ï ðè í å-

âû ï î ëí åí í î ì äðóãî ì . Åñëè âñå ì í î æåñòâà Õ», i< I , âû ï óêëû , à ô óí êöèè
q>, S~ Z' , âî ãí óòû , òî äëÿ 1 âû ï î ëí ÿåòñÿ óñëî âèå 3, í î í å î áÿçàòåëüí î óñ-

ëî âèå 4; åñëè âñå ôóí êöèè q»» ê òî ì ó æå ñòðî ãî âî ãí óòû , òî âû ï î ëí ÿåòñÿ
è óñëî âèå 4. Äëÿ èãð Ãåðì åéåðà — Âàòåëÿ âñåãäà âû ï î ëí ÿåòñÿ óñëî âèå 4,

í î í å î áÿçàòåëüí î óñëî âèå 3.
Âåêòî ð »ð áóäåì í àçû âàòü ðåãóëÿðí û ì , åñëè äëÿ êàæäî ãî I ~ N âû ï î ëí ÿ-

åòñÿ óñëî âèå 3 èëè óñëî âèå 4, è ñèëüí î ðåãóëÿðí û ì , åñëè äëÿ êàæäî ãî
I ~ N âû ï î ëí ÿåòñÿ óñëî âèå 4.

Í èæå â ô î ðì óëèðî âêàõ ëåì ì 9 — 12, ãî âî ðÿ î ï ðî èçâî ëüí î ì è , áóäåì
èì åòü â âèäó ëþ áî å òàêî å è , ÷òî 1(õ, w) + H .

Ë å ì ì à 9. Åñëè x< L oc Nucl (q») , òî õ" " " '~ L oc Nucl'(~ð" " " ' ) äëÿ ëþ -

áî ãî w.
Ä î êàçàòåëüñòâî î ÷åâèäí î .
Ëå ì ì à 10. Åñëè z~ Nucl (»ð) è äëÿ 1(õ, w) âû ï î ëí åí î óñëî âèå 3 èëè

óñëî âèå 4, òî õ" " '~ Nucl (»ð" " ' ) .
Åñëè âû ï î ëí åí î óñëî âèå 3, òî óòâåðæäåí èå ëåì ì û 10 í åï î ñðåäñòâåí í î

âû òåêàåò èç ëåì ì û 9. Åñëè âû ï î ëí åí î óñëî âèå 4 è õ" " " 'Ôß ï ñ1(»ð" " " ' ) ,
òî âû áåðåì ó '* "~~ Nuel '(»ð ~) , ï î ëî æèì y,= õ~y »,"~ è ï î ëó÷èì , ñ ó÷åòî ì

ëåì ì û 9, ÷òî »ð, (ó) = «ð, (õ) äëÿ 8@1(õ, w) . Î òñþ äà f ,~(ó) = f»(x ) äëÿ
~Ô1(õ, è ) è âåêòî ð f (ó) ëåêñèêî ãðàô è÷åñêè ëó÷ø å âåêòî ðà f (x ) , ÷òî ï ðî -

òèâî ðå÷èò óñëî âèþ z~ Nucl (~ð) .
Ò å î ð å ì à i O. Åñëè âåêòî ð <ð ðåãóëÿðåí , òî êàæäàÿ ô óí êöèÿ f , ï î ñòî ÿí -

í à í à N-ÿäðå.
Äåéñòâèòåëüí î , ï óñòü õ, y< Nucl (q») , f (x ) + f (y) ; î ï ðåäåëèì w* ðàâåí ñò-

âî ì (1) . Î òì åòèì , ÷òî f , (z) ( f (z' ) , äëÿ âñåõ z~ X , Æ1È , ï ðè÷åì f ; (z) =
= 1»" ' " ' (z" * " ' ) äëÿ Ô 1(ã, è ) . Ï î î ï ðåäåëåí èþ w" èì ååì /»(õ) ( / ; (ó) äëÿ
âñåõ ë 1(õ, è * ) , à ï î ëåì ì å 10 èì ååì õ" " "' ~ Ì ï ñ1(«ð" " " ' ) , î òêóäà f~;(x ) =
= f; (y) äëÿ âñåõ i~ I (s, w*) . Ï î î ï ðåäåëåí èþ w*, èì ååì I (y, w',) ~1(õ, w*) Ô
Ô È , à î òñþ äà âåêòî ð f " " "*' (õ" " " ' ) äî ì èí èðóåò ï î Ï àðåòî âåêòî ð
/ " " "' (ó" " ' ) , ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò ëåì ì å 10, ï ðèì åí åí í î é ê óå:-Õï ñ1(»ð) è w*.

Ëå ì ì à 11. Åñëè ó~»-=ÁÅ (êð) , òî ó" " " 'å=Üî ñß ï ñ1(»ð" " " ' ) äëÿ ëþ áî ãî èë

Ï óñòü è ,( . . .( w — âñå çí à÷åí èÿ f; (y) äëÿ i ~ N, m< n. Äëÿ ëþ áî ãî w
èì ååì òî ãäà I (y, w) = 1(ó, w,) , ãäå i = max (Óñ wÄ( w} . Ï óñòü ó" " ' Ô
WLoc Nucl (q " " "' ) ; òî ãäà ñêî ëü óãî äí î áëèçêî ê ó" " " í àéäåòñÿ èñõî ä
z" " "" ñ ëåêñèêî ãðàôè÷åñêè ëó÷ø èì âåêòî ðî ì âû èãðû ø åé. Äëÿ í åêî òî ðî ãî
k( i òî ãäà èì ååì f ' ; ""' (z" "' ) ) / "," "" (ó' <" "' ) ï ðè âñåõ Ì 1(ó, w»,), ï ðè÷åì

õî òÿ áû äëÿ î äí î ãî èç ýòèõ i í åðàâåí ñòâî ñòðî ãî å. Ï î ñêî ëüêó äëÿ âñåõ
i~ I (y, è „) ô óí êöèè f» è f »~<" »»>ñî âï àäàþ ò â î êðåñòí î ñòè èñõî äà ó, î òêëî -
í åí èå z" " ""' î ò èñõî äà ó î êàçû âàåòñÿ âû ãî äí û ì äëÿ êî àëèöèè I (y, w ) ,
÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ ye SE (»ð) .

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Äëÿ ëþ áî ãî âåêòî ðà »ð ñï ðàâåäëèâî ßÅ (»ð) «:-Üî ñ Nucl (cp) .
Ë å ì ì à 12. Åñëè âåêòî ð ~ð ðåãóëÿðåí , ó»=»8Å (»ð) , òî ó" " " ' ~

å=Õï ñ1(»ð" " " ' ) äëÿ ëþ áî ãî û .
Ï ðåäï î ëî æèì ï ðî òèâí î å, è ï óñòü ï î -ï ðåæí åì ó â ,( . . .( w — âñå çí à-

÷åí èÿ f»(y) , Þ # Ï î ëî æèì i = min (é) ó~~" " ~Ôß ï ñ1(«ð' ." ' ) . Ï î êàæåì , ÷òî

l ( m, ò. å. 1(y, w,) Ô # Äåéñòâèòåëüí î , åñëè óÔÌ ï ñ1(»ð) , òî âî çüì åì . õ»=
~ Nucl (cp) è î ï ðåäåëèì w* ðàâåí ñòâî ì (1) . Ï î ëåì ì å 1, èì ååì
/ ", " " ' (õ" " " ' ) ~ / , (õ) - f»(y) = / ". " " ' (ó" " " ' ) äëÿ âñåõ Ô 1(ó, è~' ) , ï ðè÷åì
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õî òÿ áû äëÿ î äí î ãî èç ýòèõ i ñðåäí åå í åðàâåí ñòâî ñòðî ãî å. Î òñþäà
I (y, w*) ÔÓ (ï î ñêî ëüêó óò ÐÎ (~ð) ) è ó" " ' Ôßï ñ1 (qP" "' ) .

Åñëè òåï åðü äëÿ I (y, è,) âûï î ëí ÿåòñÿ óñëî âèå 3, òî ñî î òí î Øåí èå
ó" " "' WNucl (q" " "" ) ï ðî òèâî ðå÷èò ëåì ì å 11. Åñëè æå äëÿ I (y, w,) âû ï î ë-
í ÿåòñÿ óñëî âèå 4, òî âî çüì åì õ~~" ""~~ Nucl (y "~~."'~) . Ï î ñêî ëüêó ó~~" "'-'~~
~ßï ñ1(~ð" " "'-' ) , í åòðóäí î âèäåòü, ÷òî f !" " (ó" """ )~ /"." " ' (õ" " "" ) äëè

âñåõ Ì 1(ó, w<), ï ðè÷åì õî òÿ áû äëÿ î äí î ãî èç ýòèõ i í åðàâåí ñòâî ñòðî ãî å.
Ï î ëåì ì å 11 è óñëî âèþ 4, èì ååì m~(y' (jõ' "" " " ) = ~ð, (ó~) äëÿ âñåõ ßô
g I (y, w<), à î òñþ äà / ,(óÖõ" " "" )~ f<(y) äëÿ âñåõ Þ 1(ó, w<), ï ðè÷åì õî òÿ
áû î äí î èç ýòèõ í åðàâåí ñòâ ñòðî ãî å. Ýòî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ yc SE(q) .
Ëåì ì à äî êàçàí à.

Çà ì å÷ à í è å 3. Òðåáî âàí èå ðåãóëÿðí î ñòè âåêòî ðà q> â ýòî é ëåì ì å í åëüçÿ, ï î
àí àëî ãèè ñ ëåì ì î é 10, çàì åí èòü í à âû ï î ëí åí èå óñëî âèÿ 3 èëè óñëî âèÿ 4 äëÿ I (y, à ) .
Ñî î òâåòñòâóþ ù èé ï ðèì åð ì î æí î ï î ñòðî èòü, çàì åí èâ â ï ðèì åðå 1 çí à÷åí èå ô óí êöèè
ñð~(1,1) í à 3. Òî ãäà áóäåò Nucl (ap) = ( (1,1) ) , 8Å (~ð) = ( (1,1) , (2,2) ) , à óñëî âèå4 äëÿ 1=
= N âû ï î ëí ÿåòñÿ àâòî ì àòè÷åñêè.

Ë å ì ì à 13. Åñëè âåêòî ð «ð ñèëüí î ðåãóëÿðåí , õâ=ß öñ1(~ð) , I ~ N, ó' ~ Õ' ,
ó= õ~~ó' , f (y ) ~ f (s ) , òî äëÿ w*, î ï ðåäåëåí í î ãî ðàâåí ñé î ì (1) , î áÿçàòåëüí î
I 0 (I (ó, w' ) ×1(õ, w' ) ) Ô È .

Åñëè 1(õ, w*) ~ È , òî , ï î ëåì ì å 10, èì ååì õ" " ' û È ï ñ1'(ñð" * "' ) , î òêóäà
f; (y) = f<(z ) äëÿ âñåõ Ì 1(õ, w*) , à î òñþ äà è ó" " ' â=-Ì öñ1(~ð" * " ' ) . Åñëè
1(ó, w' ) fl l I (s, w") , òî , ï î óñëî âèþ 4, ï î ëó÷èì f , (ó) = f " "." *>(ó' <~" '>) =

= / ~~"' "' ~(õ" " " ' ) ~ / ; (õ) äëÿ âñåõ ÅÛ (ó, w. ) , ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò î ï ðåäåëå-
í èþ è ' .

Ò å î ð å ì à 11. Åñëè âåêòî ð ~ð ðåãóëÿðåí , òî SE (y ) ~ Nucl (q>) . Åñëè âåê-
òî ð q> ñèëüí î ðåãóëÿðåí , òî SE (q ) = Nucl (q ) .

Ï åðâî å óòâåðæäåí èå òåî ðåì û 11 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòí û ì ñëó÷àåì ëåì ì û 12;
âòî ðî å óòâåðæäåí èå í åï î ñðåäñòâåí í î âû òåêàåò èç ï åðâî ãî è èç ëåì -
ì û 13.

Çà ì å÷ à í è ÿ. 4. Âåêòî ð ~ð â ï ðèì åðå 2 ðåãóëÿðåí , òàê ÷òî óñëî âèå ñèëüí î é ðå-
ãóëÿðí î ñòè â òåî ðåì å ñóù åñòâåí í î .

5. Ì í î æåñòâî ñèëüí î ðåãóëÿðí û õ âåêòî ðî â q> í å ÿâëÿåòñÿ äàæå âñþ äó ï ëî òí û ì
â Ô, òàê ÷òî òåî ðåì à È í å çàì åí ÿåò â àòî ì ñì û ñëå òåî ðåì ó 3.

Êàæäàÿ èç ëåì ì 10, 12 î áî áù àåò î ñëàáëåí í û é âàðèàí ò ëåì ì û 7, î äí àêî
àí àëî ãè÷í î å î áî áù åí èå ñàì î é ëåì ì û 7 áû ëî áû í åâåðí û ì . Áî ëåå òî ãî ,
â î áù åì ñëó÷àå äàæå ï ðè óñëî âèÿõ ðåãóëÿðí î ñòè í åò í å òî ëüêî ñî ãëàñî -
âàí í î ñòè ï ðåäï î ÷òåí èé èãðî êî â í à ì í î æåñòâå NE (cp) (ñð. ëåì ì ó . 8) ,
í î äàæå è î áù åãî ì àêñèì óì à (êàê äëÿ èãð Ãåðì åéåðà — Âàòåëÿ,

ñì . [ 4] ) .
Ï ð è ì å ð 5. Ï óñòü N= { 1, 2, 3, 4} , Z= {N, { i} , {1, 2} , { 1, 2, 3} } , Õ;=

= [ — 1, 1] , i~ N , ~ð, (õ' ) = — ð (õ«, ó~) , ãäå ð — åâêëèäî âà ì åòðèêà, à {ó~} , >—
í àáî ð ô èêñèðî âàí í û õ òî ÷åê: ó' = ó4" = Î , ó' = ó," = ó," ' = Î , ó'= ó;" = 1, ó " =
= — 1 ( i= i , 2) , ó," = 1, ó," = — i . Âåêòî ð ~ð ñèëüí î ðåãóëÿðåí ,, è âî î áù å òðóä-
í î âî î áðàçèòü áî ëåå «áëàãî î áðàçí û å» ô óí êöèè ~ð~. Â ï ëî ñêî ñòè õ, õ4 —— Î ,

ãäå òî ëüêî è ï ðî èñõî äÿò ñî áû òèÿ, èì ååì òàêóþ êàðòèí ó (ñì . ôèãóðó) :
Nucl (q ) = SE (ô ) = { (Î , Î ) } , ÐÎ (rp) — çàø òðèõî âàí í û é òðåóãî ëüí èê, NE («ð) —
î òðåçî ê [ (Î , Î ) , ( — 1, — 1) ] ; âñå ýòè ðàâí î âåñèÿ î ï òèì àëüí û ï î Ï àðåòî .

Î òì åòèì , ÷òî «ï î ñòî ðî í í èå» ðàâí î âåñèÿ â ýòî ì ï ðèì åðå âû ãî äí û ëèø ü
èãðî êó 4, êî òî ðû é í èêàêèì ñâî èì âû áî ðî ì í å ì î æåò ñï î ñî áñòâî âàòü èõ
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ðåàëèçàöèè. Ï î ýòî ì ó èõ í àëè÷èå í å ï ðèâî äèò í è ê êàêî é í åóñòî é÷èâî ñòè
N-ÿäðà.

Î ñòàâø àÿñÿ ÷àñòü ýòî ãî 'ï àðàãðàô à ï î ñâÿù åí à èçó÷åí èþ óñòî é÷èâî ñòè

èñõî äî â èç N-ÿäðà ï î î òí î ø åí èþ ê î òêëî í åí èÿì «äî ».
Ò å î ð å ì à 12. Åñëè âåêòî ð ~ð ðåãóëÿðåí , xE Nucl («p) , þ Ó, ó;~ Õ;,

ó" ~ " ~ ß ï ñ1(«ð"' ) , òî f ' (ó) ~ f (õ) .

Ï óñòü f ,(ó) ) f (õ) ; î ï ðåäåëèì â ðàâåí ñòâî ì (1) . Ï î ëåì ì å 1, èì ååì
I (y, è~*) ~ N b { i) , / ' «~ " ' (õ' «" " ' ) > / , (õ) > Ö ó) = / ',«" " ' (ó' «" " ' ) äëÿ âñåõ j ~

~ 1(ó, w*) , ï ðè÷åì õî òÿ áû äëÿ î äí î -
é ro èç ýòèõ j ñðåäí åå í åðàâåí ñòâî ñòðî -

ãî å. Î òñþ äà y"~" " " ~WNucl («p"~""." ~) ,

÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò ëåì ì å 10, ï î ñêî ëü-
êó äëÿ ëþ áî ãî -ßû 1(ó, w*) '-=Ó~ { i )
èì ååì «ð, "'— = «ð, è, ñëåäî âàòåëüí î , ï î ä-
ì í î æåñòâî I (y, è * ) óäî âëåòâî ðÿåò

óñëî âèþ 3 èëè óñëî âèþ 4 äëÿ âåêòî -
«ðèñ

Ò å ñ] ð å ì à 13. Åñëè âåêòî ð «ð
ñèëüí î ðåãóëÿðåí , s~ Nucl («p) , I ~ N,
ó' ~ Õ' , ó" ~' ~ Nucl («ð"' ) , f; (ó) > f ; (õ)
äëÿ âñåõ .«-=1, òî / (ó) = / (õ) .

Ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî f (y ) W f (z ) , è î ï ðåäåëèì è ' ðàâåí ñòâî ì (1) . Ê àê è
ï ðè äî êàçàòåëüñòâå òåî ðåì û 10, ï î ëó÷àåì Ä(õ) ~ f,; (ó) äëÿ âñåõ i~ l (y, w*) ,
ó" " ' WNucl («p" " "' ) , à òàêæå 1(y, w") Ì ~ I (õ, é ) ~ 1(y, é *) , ï ðè÷åì
f ' ' (õ" " ' ) = f c(z ) = f , (ó) ~ / ',.'" " ' (ó" * " ' ) äëÿ âñåõ i ~ I (g, è *) , î òêóäà

ó" • " '~ Nucl (~ð" * " ' )

Åñëè ó" " "' ~ L ac Nucl («p" " "' ) , òî , âçÿâ z" " "' ~ Nucl («p" " "' ) , ï î ëó÷èì
ã" * ' ~ Nucl («ð" " ' ) . Ï î ëî æèâ a= y [)z" " "" " " "' , ï î ëó÷èì à" " " ' c=-
å-=Õï ñ1(«ð" " "' ) , î òêóäà f (à) = f (ó) ï ðè ó'Ô1(ó, w*) è âåêòî ð / (à) ëåêñèêî -
ãðàô è÷åñêè ëó÷ø å âåêòî ðà f (ó) , ï ðè÷åì à' = ó' . Ýòî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ
ó" ~' ~ Nucl (~ð"' ) .

Åñëè æå ó' «" " ~WLoc Nucl («p"~~ " ~) , òî â ëþ áî é î êðåñòí î ñòè ó' «" ~ í àé-
äåòñÿ z"~" " " ~ ñ ëåêñèêî ãðàôè÷åñêè ëó÷ø èì âåêòî ðî ì f ~~~ '~ (z"~" " "'~) . Ðàç
ó" * "' < Nucl («ð" " ""' ) , òî è z" " "*' ~ Nucl («ð" * " ' ) . Ï î ëî æèì à=
= ó~/r," " ' ~" " " "' , òî ãäà, ï î óñëî âèþ 4, èì ååì f " " " ' (à" " " ' ) = / ". "," ' (ç" "." ' )

ï ðè ó~ 1(ó, w*) , ï ðè÷åì èñõî ä à ì î æåò áû òü âû áðàí ñêî ëü óãî äí î áëèçêèì

ê èñõî äó ó. Î òñþ äà âåêòî ð f (a) ëåêñèêî ãðàô è÷åñêè ëó÷ø å âåêòî ðà f (y ) ,
÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ ó" ~'«=Ì ï ñ1(«ð"' ) , ï î ñêî ëüêó à' = ó' . Òåî ðåì à äî -

êàçàí à.
Òåî ðåì à 12 óòâåðæäàåò, ÷òî ï ðè ðåãóëÿðí î ì âåêòî ðå «ð î áúÿâëåí èå ëþ -

áû ì èãðî êî ì ñâî åé ñòðàòåãèè è âû áî ð î ñòàëüí û ì è èãðî êàì è èñõî äà èç
N-ÿäðà ô àêòî ð-èãðû í å ì î ãóò ï ðèâåñòè ê óâåëè÷åí èþ âûèãðû ø à (ï î ñðàâ-
í åí èþ ñ N-ÿäðî ì èñõî äí î é èãðû ) î áúÿâèâø åãî èãðî êà. Åñëè âåêòî ð «ð
ñèëüí î ðåãóëÿðåí , òî , ñî ãëàñí î òåî ðåì å 13, àí àëî ãè÷í î å óòâåðæäåí èå ñï ðà-
âåäëèâî â î òí î ø åí èè ï ðî èçâî ëüí û õ êî àëèöèé. Ï ðî ñòî ðåãóëÿðí î ñòè äëÿ
ýòî ãî í åäî ñòàòî ÷í î .

Ï ð è ì åð 6. Ï óñòü N= ( 1, 2, 3} , Z= {N, {,.) , ( 1, 2) } , Õ,= Õ,= [0, 1] ,

Õ,= (Î ) , «ð«(õ;) = — i — 1, «ð„ (õ„ õ, ) = min [ — 2õ,+ z,+ 1, — 2õ,+ õ,+ 1] ,
,ð„ (õ„ õ, ) = min [2õ,— õ,+ 1, 2õ,— õ,+ 1] . Âåêòî ð «ð ðåãóëÿðåí , í î í å ñèëüí î
ðåãóëÿðåí (óñëî âèå 4 í å âû ï î ëí åí î , í àï ðèì åð, äëÿ 1= (1) ) ; Nucl («p) =
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= SE («p) = ( (Î , Î ) ) , f (0, Î ) = (Î , 1, 1) . Åñëè æå çàô èêñèðî âàòü õ<= 1, òî ï ðè
î ï òèì àëüí î ì î òâåòå èãðî êà 2 (õç= 1) ï î ëó÷èì f ( i , 1) = (Î , Î , 2) . Äëÿ
êî àëèöèè I = (1, 3) òàêî å î òêëî í åí èå «äî » î êàçû âàåòñÿ âû ãî äí û ì .

Òå î ð å ì à 14. Ec~u âåêòî ð «ð ñèëüí î ðåãóëÿðåí , x~ Nucl («p) , I ~ N ,
ó" ~' «=Á ï ñ1(«ð"' ) , ó= õ~~ó" ~' , òî f (y) = / (õ) .

Äåéñòâèòåëüí î , åñëè f (y) ~ f (x ) òî î ï ðåäåëèì èç' ðàâåí ñòâî ì (1) . Äëÿ
âñåõ Ô 1(õ, w' ) èì ååì f; (x ) = f; (y) , à äëÿ Æ 1(ó, w' ) NI (x, w' ) èì ååì

Ä(õ) ~ f ,. (ó) . Ï î ëåì ì å 13 (â ï ðèì åí åí èè ê êî àëèöèè NLI ) , (NNI ) Ï
A (l (y, w' ) 3I (x, w' ) WH, ÷òî ï ðî òèâî ðå÷èò óñëî âèþ ó" ~' ~ ß èñ1(«ð"' ) , ï î -
ñêî ëüêó âåêòî ð )" ' (õ" ~' ) î êàçû âàåòñÿ ëåêñèêî ãðàô è÷åñêè ëó÷ø å âåêòî -
ðà f (ó" ~' ) .

Áóäåì í àçû âàòü âåêòî ð «ð í àñëåäñòâåí í î ñèëüí î ðåãóëÿðí û ì , åñëè ñàì
âåêòî ð «ð è âñå âåêòî ðû «ð"' , 1È , õ' ~ Õ' , ñèëüí î ðåãóëÿðí û . Ï ðèì åðû í à-

ñëåäñòâåí í î ñèëüí î ðåãóëÿðí û õ âåêòî ðî â äàþ ò èãðû Ãåðì åéåðà — Âàòåëÿ
è èãðû ñ âû ï óêëû ì è ì í î æåñòâàì è X;, þ Ó, è ñòðî ãî âî ãí óòû ì è ô óí êöèÿ-
ì è «ðã, S< Z, ï ðè÷åì â î áî èõ ñëó÷àÿõ ô óí êöèÿ «ðç> ì î æåò áû òü â äåéñòâè-
òåëüí î ñòè ï ðî èçâî ëüí î é. Î òì åòèì , ÷òî ñâî éñòâî «áû òü èãðî é Ãåðì åéåðà -

Âàòåëÿ» í å ÿâëÿåòñÿ â ýòî ì ñì û ñëå í àñëåäñòâåí í û ì .
Òåî ðåì û 10, 11, 12, 14 ï î êàçû âàþ ò, ÷òî ï ðè í àñëåäñòâåí í î ñèëüí î ðåãó-

ëÿðí î ì âåêòî ðå «ð èãðî êè ì î ãóò î ñóù åñòâëÿòü ñâî è âû áî ðû â ï ðî èçâî ëüí î ì
ï î ðÿäêå, ï î î äèí î ÷êå èëè êî àëèöèÿì è è â ðåçóëüòàòå âñå ðàâí î ðåàëèçóåò-
ñÿ èñõî ä aa N-ÿäðà (åñëè êòî -òî èç ó÷àñòí èêî â ñâî èì âû áî ðî ì ñäåëàåò
ðåàëèçàöèþ èñõî äà èç N-ÿäðà í åâî çì î æí î é, òî î í æå, âî âñÿêî ì ñëó÷àå,
è ï î ñòðàäàåò î ò ýòî ãî ) . Åñëè âåêòî ð «ð ñèëüí î ðåãóëÿðåí , í î í å í àñëåäñò-
âåí í î , òî N-ÿäðî â ô àêòî ð-èãðå ì î æåò î êàçàòüñÿ í åóñòî é÷èâû ì è óêàçàí -

í û é âû âî ä í åñï ðàâåäëèâû ì .
Ï ð è ì å ð 7. Ï óñòü N = ( 1, 2, 3) , Z= (N, ( i ) , (1, 2) ) , X ,= X ,= [ — 1, 1] ,

X ,ç== [ 0 , 1] , «p>(x ' ) = õ „ i = 1, 2 , «Äç(õ ç) = 2 — õ ç> «pgg( x Ä x >) = m i n [ õ ç, — 2õ ,+

+ ø àõ [Çõ„ - õ~] ] , «p>(x ) = min [ õ,— Çõ,+ 3, — Çõ,+ 5õ,— 1] . Ôóí êöèè «ð« ëè-
í åéí û , Loc Nucl («p" " ) = Nucl («p" " ) = ( (1, 1) ) , ï î ýòî ì ó âåêòî ð «ð ñèëüí î
ðåãóëÿðåí ; Nucl («p) = ( (1, 1, 1) ) , f ( i , 1, 1) = (1, 1, 1) . Ï ðè ô èêñèðî âàí í î ì
õ,= 1 âåêòî ð q>"' í å ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðí û ì ; ï ðè õ,= Î è î ï òèì àëüí î ì î òâåòå
èãðî êà 2 (õ,= — 1) ï î ëó÷àåòñÿ f (1, — 1, Î ) = ( — 1, — i , 2) ,

Â ýòî ì ï ðèì åðå óæå í åëüçÿ óñòàí î âèòü ï ðî èçâî ëüí û é ï î ðÿäî ê âû áî ðà
ñòðàòåãèé õ; è áû òü óâåðåí í û ì â ðåàëèçàöèè èñõî äà èç N-ÿäðà. Äà è ñî -
ãëàø åí èå î âû áî ðå èñõî äà èç N-ÿäðà î êàçû âàåòñÿ í åóñòî é÷èâû ì ï î î òí î -
ø åí èþ ê òàêî ì ó,' í àï ðèì åð, î òêëî í åí èþ : èãðî ê 3 ì î æåò ñî î áù èòü èãðî êó 2

î ñâî åì í àì åðåí èè í àðóø èòü ñî ãëàø åí èå (âû áðàâ õ,= Î ) òàéí î î ò èãðî -

êà 1. Åñëè èãðî ê 2 í å èì ååò âî çì î æí î ñòè âî éòè â ï åðåãî âî ðû ñ èãðî êî ì 1
èëè êàêèì -òî èí û ì î áðàçî ì ï ðî òèâî ñòî ÿòü ï î ï û òêå çàõâàòà ï ðàâà ï åðâî -
ãî õî äà â ô àêòî ð-èãðå, òî èãðî êó 3 åãî í àðóø åí èå î êàæåòñÿ âû ãî äí û ì .
Ï î í ÿòí î , ÷òî ï ðè í àñëåäñòâåí í î ñèëüí î ðåãóëÿðí î ì âåêòî ðå «ð òàêî å
í åâî çì î æí î .

Çàêëþ ÷åí èå

, Âàæí åéø è å ðåçóëüòàòû í àñòî ÿù åé ðàáî òû ì î æí î êðàòêî ñô î ðì óëè-
ðî âàòü òàê. Ë þ áî é èñõî ä èç ' N -ÿäðà èãðû ñî ñòðóêòóðèðî âàí í û ì è ô óí ê-

öèÿ ì è âû è ãðû ø à î áÿ çàòåëüí î ÿâëÿ åòñÿ î ï òèì àëüí î é ï î Ï àðåòî ñèòóà-
öèåé ðàâí î âåñèÿ ï î Í àø ó è , «êàê ï ðàâèëî », ñèòóàöèåé ñèëüí î ãî (êî à-

ëèöèî í í î ãî ) ðàâí î âåñèÿ . Ï ðè äî ï î ëí èòåëüí û õ óñëî âèÿ õ ðåãóëÿðí î ñòè
(åñëè âåêòî ð ~ð í àñëåäñòâåí í î ñèëüí î ðåãóëÿ ðåí ) , ñï ðàâåäëèâû õ, â ÷àñò-

4 7 7 5



í î ñòè, äëÿ èãð Ãåðì åéåðà — Âàòåëÿ, äëÿ èãð ñ âû ï óêëû ì è ì í î æåñòâàì è
Õ, è ñòðî ãî âî ãí óòû ì è ô óí êöèÿì è «ð~ è äëÿ äâóõóðî âí åâû õ èãð ñ óí èì î -
äàëüí û ì è ô óí êöèÿì è ~ð,, âñå ô óí êöèè âû èãðû ø à ï î ñòî ÿí í û í à )×-ÿäðå

è ëþ áî é èñõî ä èç N-ÿäðà óñòî é÷èâ ï î î òí î ø åí èþ ê ëþ áû ì î òêëî í åí èÿì
î òäåëüí û õ èãðî êî â èëè êî àëèöèé. Åñëè èãðî êè, í å çàêëþ ÷àÿ äàæå í èêà-
êî ãî ñî ãëàø åí èÿ, áóäóò âû áèðàòü ñâî è ñòðàòåãèè â ï ðî èçâî ëüí î ì ï î ðÿä-
êå â óñëî âèÿõ ï î ëí î é èí ô î ðì àöèè è êàæäû é èãðî ê áóäåò ì àêñèì èçèðî -

âàòü ñâî é âû èãðû ø â ï ðåäï î ëî æåí èè, ÷òî âû áèðàþ ù èå ï î ñëå í åãî èãðî êè
ï ðî ì àêñèì èçèðóþ ò ñâî é, òî â ðåçóëüòàòå ðåàëèçóåòñÿ èñõî ä èç N-ÿäðà.

È í òåðåñí î î òì åòèòü, ÷òî åñëè â î ï ðåäåëåí èè ñòðóêòóðèðî âàí í û õ ôóí ê-

öèé âû èãðû ø à çàì åí èòü ì èí èì óì èç ãðóï ï î âû õ ô óí êöèé í à, ñêàæåì ,
ñóì ì ó, òî ì î æí î áóäåò óòâåðæäàòü ëèø ü ñóù åñòâî âàí èå ñèòóàöèè ðàâí î -

âåñèÿ (í åî áÿçàòåëüí î äàæå ï àðåòî âñêî é) . Âçÿòèå æå èì åí í î ì èí èì óì à èç
ãðóï ï î âû õ ôóí êöèé ñî î òâåòñòâóåò ï ðåäï î ëî æåí èþ , ÷òî êàæäàÿ ãðóï ï î âàÿ
ô óí êöèÿ î ÷åí ü ñóù åñòâåí í à äëÿ ó÷àñòí èêî â. Äåéñòâèòåëüí î , åñëè í åáëà-

ãî ï î ëó÷èå í à î äí î ì î áúåêòå óãðî æàåò ñàì î ì ó ñóù åñòâî âàí èþ äàí í î ãî
èãðî êà, òî í èêàêî å óëó÷ø åí èå ñî ñòî ÿí èÿ áî ëåå áëàãî ï î ëó÷í û õ î áúåêòî â
àå ñì î æåò ýòî êî ì ï åí ñèðî âàòü. Ñ òî ÷êè çðåí èÿ ï ðî ñòî ãî çäðàâî ãî ñì û ñëà
ï ðåäñòàâëÿåòñÿ ñî âåðø åí í î åñòåñòâåí í û ì , ÷òî ÷åì ñåðüåçí åé ñèòóàöèÿ,
â êî òî ðî é í àõî äÿòñÿ ÷ëåí û äàí í î ãî ñî î áù åñòâà, òåì ñêî ðåå î í è ï ðèäóò
ê óñòî é÷èâî ì ó ñî ãëàø åí èþ î ñî âì åñòí û õ äåéñòâèÿõ.
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