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The turnpike theorem in the model of production system with �nancial constraints.
Dorine B. L., Shananin A.A.

�®±²°®¥  ¬®¤¥«¼ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ±¨±²¥¬» ¯°¨ ´¨ ±®¢»µ ®£° ¨·¥¨¿µ. �«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ «¨-

¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿, ª®²®° ¿ ®¯¨±»¢ ¥² ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¢ ¤ ®© ¬®¤¥«¨, ¤®ª §   ²¥®°¥¬ 

® ¬ £¨±²° «¨, ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¨«  ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ °¥¦¨¬» ±¡ « ±¨°®¢ ®£® ½ª®®¬¨·¥±ª®£® °®±²  ¨ ¯®«³-

·¨²¼ ·¨±«¥³¾ ®¶¥ª³ ²¥¬¯  °®±²  ���, ®±®¢»¢ ¿±¼   ¯ ° ¬¥²° µ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°», ¤®«¨

 «®£®¢ ¨ § °¯« ²» ¢ ���.

The model of production system with �nancial constraints is constructed. The turnpike theorem for the solution

of linear programming problem which describes behavior of the producers in this model is proved. The proven

theorem allow to consider balanced ination growth and estimate rate of GDP growth.

1 �¢¥¤¥¨¥

�« ±±¨·¥±ª¨¥ ¬®¤¥«¨ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ±¨±²¥¬», ² ª¨¥ ª ª ¬®¤¥«¼ �¥©¬  -�¥©« , ®¯¨-
± » ¨ ¤®¢®«¼® µ®°®¸® ¨§³·¥» [1]. � ¨µ ³·²¥®, ·²® ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¨ ¤¥©±²¢³¾² ¯°¨
²¥µ®«®£¨·¥±ª¨µ ¨ ¬ ²¥°¨ «¼»µ ®£° ¨·¥¨¿µ. �¤ ª® ¢ ¯¥°¥µ®¤®© ½ª®®¬¨ª¥ ¤¥´¨¶¨²
®¡®°®²»µ ±°¥¤±²¢, ª° ©¥ ®£° ¨·¥»¥ ¢®§¬®¦®±²¨ ¯°¨¢«¥·¥¨¿ ª°¥¤¨²®¢  ª« ¤»¢ ¾²
  ¤¥¿²¥«¼®±²¼ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥© ¥ ¬¥¥¥ ¦¥±²ª¨¥ ®£° ¨·¥¨¿ [2]. �®½²®¬³ ª« ±±¨·¥±ª¨¥
¬®¤¥«¨ ¬ «®¯°¨¬¥¨¬»¬¨ ¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ¯®¢¥¤¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥© ¢ ¯¥°¥µ®¤®© ½ª®®¬¨ª¥
¨ ¢®§¨ª ¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¯®±²°®¥¨¿ ®¢»µ ¬®¤¥«¥©, ¢ ª®²®°»µ ³·²¥®, ·²® ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿
¤¥©±²¢³¾² ¢ ³±«®¢¨¿µ ¦¥±²ª¨µ ´¨ ±®¢»µ ®£° ¨·¥¨©. � ¤ ®© ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿
¬®¤¥«¼ ² ª®£® ²¨¯ .

�¤¨¬ ¨§ ¤®±²®¨±²¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ ¿¢«¿¥²±¿ ²®, ·²® ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ «¨-
¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿, ª®²®° ¿ ®¯¨±»¢ ¥² ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¢ ¤ ®© ¬®¤¥«¨,
³¤ «®±¼ ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ ® ¬ £¨±²° «¨, ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¨«  ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ °¥¦¨¬» ±¡ « -
±¨°®¢ ®£® ½ª®®¬¨·¥±ª®£® °®±²  ¨ ¯®«³·¨²¼ ·¨±«¥³¾ ®¶¥ª³ ²¥¬¯  °®±²  ���, ®±®-
¢»¢ ¿±¼   ¯ ° ¬¥²° µ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°», ¤®«¨  «®£®¢ ¨ § °¯« ²» ¢ ���.

2 �®¤¥«¼ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ±¨±²¥¬»

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¨ ®±³¹¥±²¢«¿¾² ¢»¯³±ª ¯°®¤³ª¶¨¨, ¨±¯®«¼§³¿ ®±®¢»¥ ¨
®¡®°®²»¥ ´®¤». �³¤¥¬ ³·¨²»¢ ²¼, ·²® ¨¬¥¾¹¨¥±¿ ®±®¢»¥ ´®¤» ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ »

1



¯® ¢°¥¬¥¨ ±®§¤ ¨¿. �±®¢»¥ ´®¤» ®¡° §³¾²±¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¨¢¥±²¨¶¨®-
»µ ¯°®¥ª²®¢. �²®¡» ®¯¨± ²¼ ½²®² ¯°®¶¥±±, ±·¨² ¥¬, ·²® ª ¯¨² «¼»¥ § ²° ²» It ¢ ¬®¬¥²
t ¯®°®¦¤ ¾² ¢ ¬®¬¥² t+1 ¯°®¨§¢®¤±²¢¥³¾ ¬®¹®±²¼ It=b, £¤¥ b|´®¤®¥¬ª®±²¼. � ¤ «¼-
¥©¸¥¬ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ¬®¹®±²¼ ¢»¡»¢ ¥² ± ¯®±²®¿»¬ ²¥¬¯®¬ �, ² ª ·²® ¢ ¬®¬¥² t
¬®¹®±²¼ ¯°¥¤¯°¨¿²¨©, ±®§¤ »µ ¢ ¬®¬¥² � � t� 1, ±®±² ¢¨² ¢¥«¨·¨³ 1

b
I�(1 + �)(�+1�t).

�°®¬¥ ®±®¢»µ ´®¤®¢ ¢»¯³±ª ¯°®¤³ª¶¨¨ ²°¥¡³¥² § ²° ² ±»°¼¿ ¨ ° ¡®·¥© ±¨«». �°¥¤¯®-
« £ ¥²±¿, ·²® ¤«¿ ¯®«®© § £°³§ª¨ ¢ ¬®¬¥² t ¯°¥¤¯°¨¿²¨©, ±®§¤ »µ ¢ ¬®¬¥² � � t � 1,
²°¥¡³¥²±¿ § ²° ·¨¢ ²¼ �

b
I� ¥¤¨¨¶ ±»°¼¿, £¤¥ � | ¬¨¨¬ «¼ ¿ ¬ ²¥°¨ «®¥¬ª®±²¼ ¥¤¨¨¶»

¯°®¤³ª² . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¯® ¬¥°¥ ±² °¥¨¿ ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿ § ²° ²»
±»°¼¿ ¥ ¨§¬¥¿¾²±¿, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¢»¯³±ª ¯°®¤³ª¶¨¨ ¯ ¤ ¥² ± ²¥¬¯®¬ �.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® § ° ¡®² ¿ ¯« ²  ° ¢¿¥²±¿ ´¨ª±¨°®¢ ®© ¤®«¥ n1 ®² ¤®¡ ¢«¥®©
±²®¨¬®±²¨. �²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ®§ · ¥², ·²® ° ¡®· ¿ ±¨«  ¥ «¨¬¨²¨°³¥² ¢»¯³±ª ¯°®-
¤³ª² , ·²® ¢¯®«¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¬³ ¯®«®¦¥¨¾ ¢¥¹¥© ¢ °®±±¨©±ª®© ½ª®®-
¬¨ª¥. �°®¬¥ ²®£®, ½²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ±·¨² ²¼, ·²®  «®£¨, ¢§¨¬ ¥¬»¥ £®±³¤ °-
±²¢®¬ ± ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥©, ² ª¦¥ ¯°®¯®°¶¨® «¼» ¤®¡ ¢«¥®© ±²®¨¬®±²¨ ± ª®½´´¨¶¨¥²®¬
n2, ª®²®°»© ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ¯® ¨´®°¬ ¶¨¨ ® ±®¡¨° ¥¬®±²¨  «®£    ¤®¡ ¢«¥³¾ ±²®¨-
¬®±²¼ ¨  «®£    ¯°¨¡»«¼.

�§ ³±«®¢¨¿ °¥² ¡¥«¼®±²¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±°®ª ±«³¦¡» ®±®¢»µ ´®¤®¢ T� = � lg(�)
lg(1+�).

�¡º¥¬ ¯°®¨§¢®¤±²¢  Yt ¨ ±®¢®ª³¯»¥ § ²° ²» 	t ¢ ¬®¬¥² t ¢»·¨±«¿¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²-
®¸¥¨© 1

Yt =
1

b

t�1X
k=t�1�T�

Ik(1 + �)k+1�t; ( 2.1.)

	t =
�

b

t�1X
k=t�1�T�

Ik: ( 2.2.)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥µ®«®£¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ±¨±²¥¬» ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¯ -
° ¬¥²° ¬¨ ´®¤®¥¬ª®±²¨ b, ¬ ²¥°¨ «®¥¬ª®±²¨ �, ²¥¬¯®¬ ¢»¡»²¨¿ ®±®¢»µ ´®¤®¢ �.
�«¿ ±®¢°¥¬¥®© ½ª®®¬¨ª¨ �®±±¨¨ ½²¨ ¯ ° ¬¥²°» ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ª ª b = 1:5; � = 0:35;
� = 0:05.2

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ pt ±«®¦¨¢¸¨©±¿ ¢ ¬®¬¥² t   °»ª¥ ¯°®¤³ª²  ¨¤¥ª± ¶¥. �³¤¥¬
° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ °¥¦¨¬» ± ¯®±²®¿»¬ ²¥¬¯®¬ ¨´«¿¶¨¨ �. �®£¤  pt = p0(1 + �)t: �§¬¥¥¨¥
«¨ª¢¨¤»µ  ª²¨¢®¢ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥© (®±² ²ª  ° ±·¥²®£® ±·¥² )ME, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤®µ®¤ ¬¨
¨ ° ±µ®¤ ¬¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥©. � ¬®¬¥² t ®¨ ²° ²¿² ¤¥¼£¨   ±»°¼¥ pt	t, ¨¢¥±²¨¶¨¨ ¢
®±®¢»¥ ´®¤» ptIt, ¢»¯« ²³ § ° ¡®²®© ¯« ²» n1(pt�1Yt�1 � pt�1	t�1), ¢»¯« ²³  «®£®¢
n2(pt�1Yt�1 � pt�1	t�1) ¨ ¤¨¢¨¤¥¤®¢ �E

t . �°®¨§¢®¤¨²¥«¨ ¯®«³· ¾² ¢»°³·ª³ ptYt §  °¥ «¨-
§ ¶¨¾ ¯°®¨§¢¥¤¥®© ¯°®¤³ª¶¨¨ Yt. �°®¬¥ ²®£®, ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¨ ¬®£³² ¡° ²¼ ª°¥¤¨²» Lt ³
ª®¬¬¥°·¥±ª¨µ ¡ ª®¢ ±°®ª®¬   ®¤¨ £®¤ ¤«¿ ®±³¹¥±²¢«¥¨¿ ¨¢¥±²¨¶¨®»µ ¯°®¥ª²®¢ ¯®¤
¯°®¶¥² rL.

�° ¢¥¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ° ±·¥²®£® ±·¥²  ¨¬¥¥² ¢¨¤

1�¤¥±¼ ¨ ¢±¾¤³ ¤ «¥¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¯® ¢±¥¬ ¶¥«»¬ ·¨±« ¬, «¥¦ ¹¨¬ ®² ¨¦¥£® ¯°¥¤¥«  ¤® ¢¥°µ¥£®.
2�¤¥±¼ ¨ ¢±¾¤³ ¤ «¥¥ ¯ ° ¬¥²°» ®¶¥¨¢ «¨±¼ ¯® ¤ »¬ [4],[5].
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ME
t+1 = ME

t ��E
t + ptYt � ptIt � pt	t + Lt�

�(1 + rL)Lt�1 � (n1 + n2)(pt�1Yt�1 � pt�1	t�1): ( 2.3.)

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¤®«¿ ° ±µ®¤®¢   ¨¢¥±²¨¶¨¨, ª®²®°³¾ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¨ ¬®£³² ¯®-
ª°»²¼ §  ±·¥² ª°¥¤¨² , ° ¢  �. �® ¥±²¼

Lt � �ptIt: ( 2.4.)

�¥«¨·¨  � µ ° ª²¥°¨§³¥² ±²¥¯¥¼ ¤®¢¥°¨¿ ª®¬¬¥°·¥±ª¨µ ¡ ª®¢ ª ¨¢¥±²¨¶¨®®© ¤¥-
¿²¥«¼®±²¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥©. �±²¥±²¢¥® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® 0 � � � 1. � ²¥¯¥°¥¸¥© °®±-
±¨©±ª®© ½ª®®¬¨·¥±ª®© ±¨²³ ¶¨¨ ½²  ¢¥«¨·¨  ¬ « . �¤ ª®  ª²¨¢ ¿ ¤¥¥¦ ¿ ¯®«¨²¨ª 
£®±³¤ °±²¢  ¯®§¢®«¿¥² ¨§¬¥¿²¼ ¢¥«¨·¨³ �.

�¡®§ ·¨¬ n = n1 + n2. �°®¨§¢®¤¨²¥«¿¬ ¥®¡µ®¤¨¬» ¤¥¼£¨   ¢»¯« ²³ § °¯« ²»,
 «®£®¢ ¨ ¤¨¢¨¤¥¤®¢. �£° ¨·¥¨¥ «¨ª¢¨¤®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

ME
t � �E

t + n(pt�1Yt�1 � pt�1	t�1): ( 2.5.)

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¶¥«¼¾ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ª±¨¬¨§ ¶¨¿ ¤¨±ª®²¨°®¢ »µ
¤¨¢¨¤¥¤®¢. �®½´´¨¶¨¥² ¤¨±ª®²¨°®¢ ¨¿ ¡³¤¥¬ ¡° ²¼ ° ¢»¬ ¯°®¶¥²³ §  ª°¥¤¨² rL.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¶¥«¥¢®© ´³ª¶¨® « § ¤ ·¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

TX
t=1

(1 + rL)
�t�E

t ; ( 2.6.)

£¤¥ T | £®°¨§®² ¯« ¨°®¢ ¨¿ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥©. �² ª, ¡³¤¥¬ ®¯¨±»¢ ²¼
¯®¢¥¤¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¥© ± ¯®¬®¹¼¾ § ¤ ·¨ «¨¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿, § ª«¾· ¾¹¥©±¿
¢ ¬ ª±¨¬¨§ ¶¨¨ ±³¬¬ °®© ¢¥«¨·¨» ¤¨±ª®²¨°®¢ »µ ¤¨¢¨¤¥¤®¢ ¯® ¯¥°¥¬¥»¬ It, Lt,
	t, Yt, �E

t , M
E
t ¯°¨ ®£° ¨·¥¨¿µ (2.1.) - (2.5.), ³±«®¢¨¨ ¢®§¢° ²  ª°¥¤¨²®¢

(1� n)pT (YT �	T ) � (1 + rL)LT�1: ( 2.7.)

¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ ® ¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ It, Lt, �E
t

It � 0; t = 1; : : : ; T � 1;
Lt � 0; t = 1; : : : ; T � 1;
�E

t � 0; t = 1; : : : ; T
( 2.8.)

¨ § ¤ »µ  · «¼»µ ³±«®¢¨¿µ

I�1�T�; : : : ; I�1; L�1; M
E
0 ;�

E
0 = ME

0 � np0(Y0 �	0): ( 2.9.)

3 �±±«¥¤®¢ ¨¥ ¬®¤¥«¨ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥®© ±¨±²¥¬»

� ¤ ®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¨±±«¥¤³¥¬ ®¯²¨¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ¯®±² ¢«¥®© § ¤ ·¨ «¨¥©®£® ¯°®-
£° ¬¬¨°®¢ ¨¿. �·¥¢¨¤®, ·²®  ¨¡®«¼¸¨© ²¥¬¯ °®±²  ½ª®®¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ¡³¤¥² ¤®-
±²¨£ ²¼±¿, ¥±«¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¨ ¡³¤³² ¢ª« ¤»¢ ²¼ ¢±¾ ¯°¨¡»«¼ ¢ ¨¢¥±²¨¶¨¨, ®²ª« ¤»¢ ¿
¢»¯« ²³ ¤¨¢¨¤¥¤®¢   ®ª®· ¨¥ ±°®ª  ¯« ¨°®¢ ¨¿. �²¢¥²   ¢®¯°®± ® ²®¬, ¯°¨ ª ª¨µ
³±«®¢¨¿µ ®¯²¨¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ®¯¨± ®© § ¤ ·¨ ³±²°®¥® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¡° §®¬, ¤ ¥²
²¥®°¥¬  ® ¬ £¨±²° «¨, ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ª®²®°®© ¯®²°¥¡³¾²±¿ ¥±ª®«¼ª® ¢±¯®¬®£ ²¥«¼-
»µ ³²¢¥°¦¤¥¨©.
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�¥¬¬  1. �³±²¼ rL > 0 ¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥

1� n

b

�
(1 + i)(1 + �)(1 � �)� (1 + i)T�+2((1 + �)�T� � �)

�
> (1+�)�(1+i)(1��): ( 3.1.)

�®£¤    ®¯²¨¬ «¼®¬ °¥¸¥¨¨ § ¤ ·¨ ¬ ª±¨¬¨§ ¶¨¨ ´³ª¶¨® «  (2.6.) ¯°¨ ®£° ¨·¥-
¨¿µ (2.1.) - (2.5.),(2.7.) - (2.8.) ¨  · «¼»µ ³±«®¢¨¿µ (2.9.) ¥° ¢¥±²¢® (2.5.) ¡³¤¥² ¢»¯®«-
¿²¼±¿ ª ª ° ¢¥±²¢®, ².¥.

ME
t = �E

t + n(pt�1Yt�1 � pt�1	t�1): ( 3.2.)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ I�t , �
E
t
�
, L�t (t = 1; : : : ; T ) ¥ª®²®°®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨

¬ ª±¨¬¨§ ¶¨¨. �®¯³±²¨¬ ¯°®²¨¢®¥. �³±²¼ ¢ ¥ª®²®°»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t0 ®£° ¨·¥¨¥
(2.5.)   ½²®¬ °¥¸¥¨¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ª ª ±²°®£®¥ ¥° ¢¥±²¢®

ME
t0
�

> �E
t0
�

+ n(pt0�1Y
�

t0�1 � pt0�1	
�

t0�1): ( 3.3.)

�®ª ¦¥¬, ·²® ²®£¤  ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ®¢®¥ °¥¸¥¨¥ I 0t, �
E
t
0

, L0t (t = 1; : : : ; T ), ³¤®¢«¥²¢®°¿-
¾¹¥¥ ®£° ¨·¥¨¿¬ (2.1.) - (2.5.),(2.7.) - (2.8.) ¨   ª®²®°®¬ ´³ª¶¨® « § ¤ ·¨ ¯°¨¨¬ ¥²
¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥, ·¥¬   ¨±µ®¤®¬ °¥¸¥¨¨.

� ª ¦¤»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼ ¯®«³· ¥² ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¤®µ®¤ ®² ½ª±¯«³ -
² ¶¨¨ ³¦¥ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ¬®¹®±²¥©, ª®²®°»© ° ±µ®¤³¥²±¿   ¯®£ ¸¥¨¥ ¢§¿²»µ ° ¥¥ ®¡¿§ -
²¥«¼±²¢ ¯® ª°¥¤¨² ¬, ¨¢¥±²¨¶¨¨ ¨ ¢»¯« ²³ ¤¨¢¨¤¥¤®¢. �®½²®¬³ ¢®§¬®¦» ²°¨ ±«³· ¿:
1) L�t0 > 0, 2) �E

t0+1
�

> 0, 3) I�t0+1 > 0.
1) �³±²¼ Lt0 > 0. �®±²°®¨¬ ®¢®¥ °¥¸¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬

I 0t = I�t ; t = 1; : : : ; T ;
L0t = L�t ; t = 1; : : : ; t0 � 1; t0 + 1; : : : ; T ;
L0t0 = L�t0 � �;
�E

t
0
= �E

t
�
; t = 1; : : : ; t0; t0 + 2; : : : ; T ;

�t0+1
0 = �E

t0+1
�
+ rL�;

( 3.4.)

£¤¥ � - ¬ «®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®, ¢»¡¨° ¥¬®¥ ¨§ ³±«®¢¨¿
� < min

�
L�t0 ;M

E
t0
�
��E

t0
�
� n(pt0�1Y �

t0�1 � pt0�1	�t0�1)
�
.

� ®¥ °¥¸¥¨¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®£° ¨·¥¨¿¬ § ¤ ·¨, ® ¢ ±¨«³ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨ rL,
´³ª¶¨® « (2.6.) ¤®±²¨£ ¥²   ¥¬ ¡®«¼¸¥£® § ·¥¨¿, ·¥¬   ¨±µ®¤®¬ °¥¸¥¨¨.

2) �³±²¼ �E
t0+1

�

> 0. � ±±¬®²°¨¬
I 0t = I�t ; t = 1; : : : ; T ;
L0t = L�t ; t = 1; : : : ; T ;
�E

t
0

= �E
t
�

; t = 1; : : : ; t0 � 1; t0 + 2; : : : ; T ;
�t0

0 = �E
t0
�

+ �;
�t0+1

0 = �E
t0+1

�

� �;

( 3.5.)

£¤¥ � - ¬ «®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®, ¢»¡¨° ¥¬®¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ¥° ¢¥±²¢® (3.3.) ¥
 °³¸¨«®±¼ ¨ ¯¥°¥¬¥ ¿ �t0+1

0 ¡»«  ¯®«®¦¨²¥«¼®©.
�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯®±²°®¥®¥ °¥¸¥¨¥ I 0t, �

E
t
0

, L0t (t = 1; : : : T;) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²
®£° ¨·¥¨¿¬ (2.1.) - (2.5.), (2.7.) - (2.8.). � ¤°³£®© ±²®°®», ² ª ª ª ª®½´´¨¶¨¥² ¤¨±ª®-
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²¨°®¢ ¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¥, ´³ª¶¨® «   ½²®¬ °¥¸¥¨¨ ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ ¡®«¼¸¥¥ ·¥¬  
°¥¸¥¨¨ I�t , �

E
t
�
, L�t (t = 1; : : : ; T ).

3) �³±²¼ I�t0+1 > 0. �£° ¨·¥¨¥ (2.4.) ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t0 + 1 ¬®¦¥² ¢»¯®«¿²¼±¿
ª ª ±²°®£®¥ ¥° ¢¥±²¢® ¨«¨ ª ª ° ¢¥±²¢®. � ·¥¬ ± ° ±±¬®²°¥¨¿ ¯®±«¥¤¥£® ±«³· ¿.
�®«®¦¨¬

L0t = L�t ; t = 1; : : : t0; t0 + 2 : : : ; T ;
L0t0+1 = L�t0+1 � ��pt0+1;
I 0t = I�t ; t = 1; : : : ; t0 � 1; t0 + 2; : : : ; T ;
I 0t0 = I�t0 + �(1 + �);
I 0t0+1 = I�t0+1 � �;
�E

�
0
= �E

�
�
+ �;

�E
t
0

= �E
t
�

; t = 1; : : : ; T; t 6= �;

£¤¥ � = min(T; t0 + T� + 4), � ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¾

� < min
�
I 0t0+1;M

E
t0
�

��E
t0
�

� n(pt0�1Y
�

t0�1 � pt0�1	
�

t0�1)
�
;

� = 1�n
b
�
�
pt0+1(1 + �)(1 � �)� pt0+T�+2((1 + �)�T� � �)

�
+

+�(pt0+1(1 � �)� pt0(1 + �)):

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨© (3.1.) ¢¥«¨·¨  � ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼ . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
¯¥°¥¬¥»¥ I 0t, �

E
t
0

, L0t (t = 1; : : : ; T ) ¥®²°¨¶ ²¥«¼» ¨ ´³ª¶¨® « ¯°¨¨¬ ¥²   ®¢®¬
°¥¸¥¨¨ ¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥. �¥°¥¬¥»¥ Y 0

t ,	
0

t, M
E
t
0
(t = 1; : : : ; T ) ¢»·¨±«¨¬ ¯® ´®°¬³« ¬

(2.1.); (2.2.); (2.3.); c®®²¢¥²±²¢¥®.
�¥£ª® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¥° ¢¥±²¢  (2.4.) ¢»¯®«¿¾²±¿. �±² ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼ ¢»¯®«¥¨¥

¥° ¢¥±²¢ (2.5.).
�¡®§ ·¨¬ Nt = pt(Yt �	t) (t = 1; : : : ; T ). �®£¤  ¢ ±¨«³ (2.3.)

�ME
t0+2 = ME

t0+2
0

�ME
t0+2

�

= �ME
t0+1 +�Nt0+1 � pt�It0+1 +�Lt0+1;

ME
t0+2

0

= ME
t0+2

�

+ �(pt0+1(1 � �)� pt0(1 + �)) +
�

b
pt0+1(1 + �)(1 � �): ( 3.6.)

�£° ¨·¥¨¥ (2.5.) ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t0 + 2 ¯°¨¬¥² ¢¨¤

ME
t0+2

0

� �E
t0+2

�

+ nN�

t0+1 +�Nt0+1;

ME
t0+2

0

� �E
t0+2

�

+ nN�

t0+1 +
n�

b
pt0+1(1 + �)(1 � �): ( 3.7.)

�«¿ ¨±µ®¤®£® °¥¸¥¨¿ I�t , �
E
t
�
, L�t (t = 1; : : : ; T ) ®£° ¨·¥¨¥ (2.5.) ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨

t0 + 2 ¢»¯®«¿«®±¼. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ¢»¯®«¥¨¿ ¥° ¢¥±²¢  (3.7.) ± ³·¥²®¬ (3.6.) ¤®±² -
²®·® ¯®²°¥¡®¢ ²¼ ¢»¯®«¥¨¿ ³±«®¢¨¿

1 � n

b
(1 + i)(1 + �)(1 � �) � (1 + �)� (1 + i)(1� �): ( 3.8.)

�® (3.8.) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨¿ (3.1.). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®
(3.7.).
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�¥¯¥°¼ § ¬¥²¨¬, ·²® �Nt = 0 ¯°¨ t = t0+2; : : : ;min(T; t0+T�+1),   ±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¡³¤³²
¢»¯®«¿²¼±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿

�Mt0+3 = �Mt0+2 � n�Nt0+1 � (1 + rL)�Lt0+1;
�Mt = �Mt�1; t = t0 + 4; : : : ;min(T; t0+ T� + 2): ( 3.9.)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«³· ¥¬
�Mt = 1�n

b
�pt0+1(1 + �)(1� �) + �(pt0+1(1 � �)� pt0(1 + �))+

+�(1 + rL)�pt0+1;
t = t0 + 3; : : : ; t0 + T� + 2:

( 3.10.)

�§ ¥° ¢¥±²¢  (3.8.) ±«¥¤³¥², ·²® ¯®±«¥¤¨¥ ¯°¨° ¹¥¨¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼». C«¥¤®¢ -
²¥«¼® ¥° ¢¥±²¢  (2.5.) ¯°¨ t = t0 + 3; : : : ;min(T; t0+ T� + 2) ¡³¤³² ¢»¯®«¿²¼±¿.

�³±²¼ T > t0 + T� + 2, ²®£¤ 

�ME
t0+T�+3 = �ME

t0+T�+2 +�Nt0+T�+2;

�ME
t0+T�+3 = 1�n

b
�pt0+1(1 + �)(1 � �) + �(pt0+1(1� �)� pt0(1 + �))+

+�(1 + rL)�pt0+1 �
�
b
pt0+T�+2((1 + �)�T� � �): ( 3.11.)

�£° ¨·¥¨¥ (2.5.) ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t0 + T� + 3 ¯°¨¬¥² ¢¨¤

ME
t0+T�+3

0

� �E
t0+T�+2

�

+ nN�

t0+T�+2 +
n�

b
pt0+T�+2((1 + �)�T� � �): ( 3.12.)

�«¿ ¢»¯®«¥¨¿ ¯®±«¥¤¥£® ¥° ¢¥±²¢  ¤®±² ²®·® ¯®²°¥¡®¢ ²¼ ¢»¯®«¥¨¿ ±®®²®¸¥-
¨¿

1�n
b

�
(1 + i)(1 + �)(1 � �)� (1 + i)T�+2((1 + �)�T� � �)

�
+ (1 + rL)�(1 + i) �

� (1 + �) � (1 + i)(1� �):
( 3.13.)

�¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ¤ ®£® ¥° ¢¥±²¢  ±«¥¤³¥² ¨§ (3.1.).
�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥° ¢¥±²¢  (2.5.) ¢»¯®«¿¾²±¿ ¤«¿ ¯¥°¥¬¥»µ I 0t, �

E
t
0
, L0t ¯°¨ t = 1; : : : ; T .

� ±«³· ¥ ¥±«¨ I�t0+1 > 0 ¨ ®£° ¨·¥¨¥ (2.4.) ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t0 + 1 ¢»¯®«¿¥²±¿ ª ª
±²°®£®¥ ¥° ¢¥±²¢®, ¬®¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ¢ °¨ ¶¨¾ ¨±µ®¤®£® °¥¸¥¨¿

L0t = L�t ; t = 1; : : : ; T ;
I 0t = I�t ; t = 1; : : : ; t0 � 1; t0 + 2; : : : ; T ;
I 0t0 = I�t0 + �(1 + �);
I 0t0+1 = I�t0+1 � �;
�E

�
0

= �E
�
�

+ �;
�E

t
0

= �E
t
�

; t = 1; : : : ; T; t 6= �;

£¤¥ � = min(T; t0 + T� + 4), � ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¾

� < min

 
�pt0+1 � Lt0+1

�pt0+1
; I 0t0+1;M

E
t0
�

��E
t0
�

� n(pt0�1Y
�

t0�1 � pt0�1	
�

t0�1)

!
;
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� = 1�n
b
�
�
pt0+1(1 + �)(1 � �)� pt0+T�+2((1 + �)�T� � �)

�
+

+�(pt0+1 � pt0(1 + �)):

� ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨© (3.1.) ¢¥«¨·¨  � ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼ ,   ±«¥¤®¢ -
²¥«¼®   ¤ ®¬ °¥¸¥¨¨ ´³ª¶¨® « (2.6.) ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ ¡®«¼¸¥¥, ·¥¬   ¨±µ®¤®¬
°¥¸¥¨¨. �®   «®£¨¨ ± ²®«¼ª® ·²® ¯°®¤¥« »¬¨ ¢»ª« ¤ª ¬¨, ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¤ ®¥
°¥¸¥¨¥ ¡³¤¥² ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ®£° ¨·¥¨¿¬ § ¤ ·¨, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥

1 � n

b

�
(1 + i)(1 + �)(1 � �)� (1 + i)T�+2((1 + �)�T� � �)

�
� � � i: ( 3.14.)

� ®¥ ¥° ¢¥±²¢®, ª ª ¨ (3.13.), ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ (3.1.) .
�² ª, ¥±«¨ ¥° ¢¥±²¢® (2.5.) ¢ ª ª®©-²® ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨   °¥¸¥¨¨ I�t , �

E
t
�
, L�t ¢»¯®«-

¿¥²±¿ ª ª ±²°®£®¥ ¥° ¢¥±²¢®, ²® ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ®¢®¥ °¥¸¥¨¥, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ¢±¥¬
®£° ¨·¥¨¿¬ § ¤ ·¨,   ª®²®°®¬ ´³ª¶¨® « ¯°¨¨¬ ¥² ¡®«¼¸¥¥ § ·¥¨¥, ·¥¬   ¨±µ®¤-
®¬ °¥¸¥¨¨, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ®¯²¨¬ «¼®±²¨ °¥¸¥¨¿ I�t , �

E
t
�

, L�t (t = 1; : : : ; T ). �¥¬¬  1
¤®ª §  .

�±¯®«¼§³¿ «¥¬¬³ 1, ± ¯®¬®¹¼¾ (2.1.) - (2.4.) ¬» ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼

�E
t+1 = (1 � n)pt(Yt �	t)� ptIt + Lt � (1 + rL)Lt�1: ( 3.15.)

� «¥¥, ¨±ª«¾· ¿ ± ¯®¬®¹¼¾ (2.1.) (2.2.) ¯¥°¥¬¥»¥ 	t, Yt, ¯®«³· ¥¬ § ¤ ·³ «¨¥©®£®
¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿

T�1P
t=0

(1 + rL)�t(pt
1�n
b

t�1P
k=t�1�T�

Ik
�
(1 + �)k+1�t � �

�
�

�ptIt + Lt � (1 + rL)Lt�1) �! max;
( 3.16.)

pt 1�nb
t�1P

k=t�1�T�
Ik
�
(1 + �)k+1�t � �

�
� ptIt + Lt � (1 + rL)Lt�1 � 0; ( 3.17.)

pT
1�n
b

T�1P
k=T�1�T�

Ik((1 + �)k+1�T � �) � (1 + rL)LT�1; ( 3.18.)

Lt � �ptIt; ( 3.19.)

It � 0; Lt � 0; t = 0; : : : ; T � 1: ( 3.20.)

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ qt(1 + rL)�t � 0 - ¤¢®©±²¢¥³¾ ¯¥°¥¬¥³¾ ª ¥° ¢¥±²¢ ¬ (3.17.),
qT (1 + rL)�T � 0 - ¤¢®©±²¢¥³¾ ¯¥°¥¬¥³¾ ª ¥° ¢¥±²¢³ (3.18.) ¨ st(1 + rL)�t � 0 - ¤¢®©-
±²¢¥³¾ ¯¥°¥¬¥³¾ ª ¥° ¢¥±²¢ ¬ (3.19.). �¢®©±²¢¥ ¿ § ¤ ·  «¨¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨-
°®¢ ¨¿ ª § ¤ ·¥ (3.16.) - (3.20.) ¨¬¥¥² ¢¨¤

1�n
b

T�P
t=0
(1 + qt)(1 + rL)�tpt

min(�1;t�1)P
�=t�1�T�

I� ((1 + �)�+1�t � �)�

�(1 + q0)(1 + rL)L�1 �! min;
( 3.21.)
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(1 + qt)pt � st�pt +
1�n
b

t+1+T�P
k=t+1

pk(1 + qk)(1 + rL)t�k
�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
;

t = 0; : : : ; T � 1 � T�;
( 3.22.)

(1 + qt)pt � st�pt +
1�n
b

TP
k=t+1

pk(1 + qk)(1 + rL)t�k
�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
;

t = T � T�; : : : ; T � 1;
( 3.23.)

st � qt � qt+1; t = 0; : : : ; T � 1; ( 3.24.)

st � 0; qt � 0; t = 0; : : : ; T � 1: ( 3.25.)

�¡®§ ·¨¬ R ¢³²°¥¾¾ ¤®µ®¤®±²¼ ®² ¢«®¦¥¨¿ ¢ ¯°®¬»¸«¥®±²¼ (internal rate of
return), ª®²®° ¿  µ®¤¨²±¿ ª ª ª®°¥¼ ±«¥¤³¾¹¥£® ³° ¢¥¨¿

pt =
1 � n

b

t+1+T�X
k=t+1

pk(1 +R)t�k
�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
: ( 3.26.)

�°¨ ¯®±²®¿®¬ ²¥¬¯¥ ¨´«¿¶¨¨ i ¤ ®¥ ³° ¢¥¨¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

1 =
1� n

b

t+1+T�X
k=t+1

�
1 +R

1 + i

�t�k �
(1 + �)�k+t+1 � �

�
¨«¨

1 =
1 � n

b

t+1+T�X
k=t+1

(1 + �e)
t�k

�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
;

£¤¥

1 + �e =
1 +R

1 + i
: ( 3.27.)

� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¢¨¤®, ·²® ¢¥«¨·¨  R § ¢¨±¨² «¨¥©® ®² ²¥¬¯  ¨´«¿¶¨¨ i. �°¨ ¯ -
° ¬¥²° µ µ ° ª²¥°»µ ¤«¿ »¥¸¥£® ±®±²®¿¨¿ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®© ¡ §» �®±±¨¨ ¢¥«¨·¨ 
�e = 0:1.

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿

rL = R� �; ( 3.28.)

� <
1� n

b

1 � �

1 + �e
; ( 3.29.)

£¤¥ � > 0 - ¬ « ¿ ¢¥«¨·¨ .
�¥¬¬  2. �³±²¼ ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ (3.28.), (3.29.). �®£¤  ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ 

qt = �(qt � qt+1)+ +
1�n
b
(1� �)(1 + qt+1)

1+i
1+rL

+

+1�n
b

t+1+T�P
k=t+2

(1 + qk)
�

1+i
1+rL

�k�t �
(1 + �)�k+t+1 � �

�
� 1 ( 3.30.)

±  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ qt = 0 ¯°¨ t > T�T��1 ¨¬¥¥² ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹³¾ ¢ ®¡° ²®¬
¢°¥¬¥¨ ²° ¥ª²®°¨¾.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨ t = T � T� � 1 ¢ ±¨«³  · «¼»µ ³±«®¢¨© ¨¬¥¥¬
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1 + (1� �)qt = 1�n
b

t+1+T�P
k=t+1

�
1+i
1+rL

�k�t �
(1 + �)�k+t+1 � �

�
:

� ª ª ª rL < R, ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢  ±²®¨² ¢¥«¨·¨  ¡®«¼¸ ¿ ¥¤¨¨¶»,
±«¥¤®¢ ²¥«¼® qt > 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬®¦® § ¯¨± ²¼

qt � qt+1 � 0 t > T � 1� T�;
qT�1�T� � qT�T� > 0: ( 3.31.)

�»·²¥¬ ¨§ ®¡¥¨µ · ±²¥© ° ¢¥±²¢  (3.30.) 1 + qt+1

(1��)(qt�qt+1) = �(1+qt+1)+
1� n

b

t+1+T�X
k=t+1

(1+qk)
�
1 + i

1 + rL

�k�t �
(1 + �)�k+t+1 � �

�
:

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢  ¢»° ¦¥¨¥ (3.30.) ¤«¿ qt+1, ¯®«³·¨¬

(1� �)(qt � qt+1) =
�
�� + 1�n

b
(1� �) 1+i

1+rL

�
(qt+1 � qt+2)+

+1�n
b

t+1+T�P
k=t+1

(qk � qk+1)
�

1+i
1+rL

�l�t �
(1 + �)�k+t+1 � �

�
:

�²±¾¤  ± ³·¥²®¬ ³±«®¢¨© (3.28.), (3.29.) ¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ ¯°¨ k = t + 1; : : : ; t + T� + 1
qk � qk+1 ¨ ±³¹¥±²¢³¥² k ² ª®¥, ·²® qk > qk+1 , ²® qt > qt+1. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯® ¨¤³ª¶¨¨
¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ±¨±²¥¬  (3.30.) c ³«¥¢»¬¨  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¨¬¥¥² ¬®®²®®
¢®§° ±² ¾¹¥¥ ¢ ®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ °¥¸¥¨¥. �¥¬¬  2 ¤®ª §  .

�³±²¼ �E
t+1 = 0 ¨ Lt = �ptIt. �³±²¼ ² ª¦¥ ¢¥«¨·¨  It ° ±²¥² ± ¯®±²®¿»¬ ²¥¬¯®¬ ,

².¥. It = I0(1 + )t. �®£¤  ¨§ (3.15.) ¯®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥   ²¥¬¯ °®±²  

(1� �) =
1� n

b

t�1X
k=t�1�T�

(1 + )k�t
�
(1 + �)k+1�t � �

�
�
1 + �e
1 + 

�: ( 3.32.)

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨  > �1 ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (3.32.) ¯°¨ ³±«®¢¨¨ (3.29.) ¬®®²® 
¯® . �«¥¤®¢ ²¥«¼® ³° ¢¥¨¥ (3.32.) ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»© ª®°¥¼ ¢ ¤ ®© ®¡« ±²¨.

�¥¬¯ ½ª®®¬¨·¥±ª®£® °®±²  , ¯®«³·¥»© ª ª ª®°¥¼ ¤ ®£® ³° ¢¥¨¿ ¥ § ¢¨±¨² ®²
²¥¬¯  ¨´«¿¶¨¨ i ¨ ¤«¿ »¥¸¥£® ±®±²®¿¨¿ °®±±¨©±ª®© ½ª®®¬¨ª¨ ±®±² ¢«¿¥² ¯®°¿¤ª 
0:1.

� ±±¬®²°¨¬ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³

(1 � �)It = ��
1 + rL
1 + i

It�1 +
1 � n

b

t�1X
k=t�1�T�

Ik((1 + �)1�k�t � �): ( 3.33.)

�¥¬¬  3. �³±²¼ ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ (3.28.), (3.29.). �®£¤  ¯°¨ «¾¡»µ  · «¼»µ
³±«®¢¨¿µ
I�1�T�; : : : ; I�1 ¤«¿ «¾¡®£® � > 0  ©¤¥²±¿ T0(�) ² ª®©, ·²®����It+1It

� 1� 
���� < � t > T0(�);

£¤¥  - ª®°¥¼ ³° ¢¥¨¿ (3.32.)
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�®ª § ²¥«¼±²¢®.
�¡®§ ·¨¬

at =

0
BBBB@

It
It�1
...
It�T��1

1
CCCCA

�®£¤  (3.33.) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥

at = Aat�1;

A =

0
BBBBBBBBBB@

�� 1+rL1+i + 1�n
b
(1� �) ��1 ��2 � � � ��T� ��T��1

1 0 0 � � � 0 0
0 1 0 � � � 0 0

0 0 1
. . . 0 0

...
... 0

. . . 0 0
0 0 0 � � � 1 0
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CCCCCCCCCCA
:

�®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥(®²®±¨²¥«¼® � = 1 +  ¤ ®©
¬ ²°¨¶» ±®¢¯ ¤ ¥² ± ³° ¢¥¨¥¬ (3.32.).

�°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ³±«®¢¨¿ (3.29.) ¬ ²°¨¶  A - ¯®«®¦¨²¥«¼ . �«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯® ²¥®°¥¬¥
�°®¡¥¨³± -�¥°°®  ®  ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ¯® ¬®¤³«¾ ±®¡±²¢¥®¥ ·¨±«®
(1+�)[3]. �¡®§ ·¨¬ a - ¢¥ª²®° �°®¡¥¨³± -�¥°°®  ¬ ²°¨¶» �. � ²°¨¶  A - ¥° §«®¦¨¬ 
¨ ¨¬¯°¨¬¨²¨¢ , ±«¥¤®¢ ²¥«¼® (1 + �) ¥¤¨±²¢¥»© ª®°¥¼ ± ¬ ª±¨¬ «¼»¬ ¬®¤³«¥¬ [3].
�® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ³±²®©·¨¢»µ ¬ ²°¨¶ µ [3] ¢»¯®«¿¥²±¿

lim
t!1

�(Ata0; a) = 0;

£¤¥

�(a; b) =

 a

kak
�

b

kbk

 :
� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥¬

lim
t!1

kAt+1a0k

kAta0k
= (1 + �):

�¥¬¬  3 ¤®ª §  .
�¥®°¥¬  1(® ¬ £¨±²° «¨). �³±²¼ ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ (3.1.),(3.28.)-(3.29.). �®£¤  ±³¹¥-

±²¢³¥² ² ª®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ (3.16.) - (3.20.),·²®

1. �E
t = 0; ¯°¨ 0 � t < T � 1� T�;

2. Lt = �ptIt, ¯°¨ 0 � t < T � 1� T�;

3. ¤«¿ «¾¡®£® � > 0  ©¤¥²±¿ T0(�) ² ª®©, ·²® ¯°¨ T � 1 � T� > t > T0(�)
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����It+1It
� 1� 

���� < �;

£¤¥  - ª®°¥¼ ³° ¢¥¨¿ (3.32.):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �£° ¨·¥¨¿ (3.22.) - (3.23.) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥

(1 + qt) � st� +
1�n
b
(1� �)(1 + qt+1)(1 + �e)�1+

+1�n
b

t+1+T�P
k=t+2

(1 + �e)t�k(1 + qk)
�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
;

t = 0; : : : ; T � 1 � T�;

( 3.34.)

(1 + qt) � st� +
1�n
b

TP
k=t+1

(1 + �e)t�k(1 + qk)
�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
;

t = T � T�; : : : ; T:
( 3.35.)

�»¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¿ ¤®¯®«¿¾¹¥© ¥¦¥±²ª®±²¨ ¤«¿ § ¤ · (3.16.) - (3.20.) ¨ (3.21.), (3.34.),
(3.35.), (3.24.),(3.25.)

(It; (1 + qt)� (st� + 1�n
b
(1� �)(1 + qt+1)(1 + �e)�1+

+1�n
b

t+1+T�P
k=t+2

(1 + �e)t�k(1 + qk)
�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
)) = 0;

t = 0; : : : ; T � 1� T�;

( 3.36.)

(It; (1 + qt)� (st�+

+1�n
b

TP
k=t+1

(1 + �e)t�k(1 + qk)
�
(1 + �)�k+t+1 � �

�
)) = 0;

t = T � T�; : : : ; T ;

( 3.37.)

(Lt; st � (qt � qt+1)) = 0;
t = 0; : : : ; T � 1; ( 3.38.)

(qt; pt
1�n
b

t�1P
k=t�1�T�

Ik
�
(1 + �)k+1�t � �

�
� ptIt + Lt � (1 + rL)Lt�1)) = 0;

t = 0; : : : ; T � 1;
( 3.39.)

(qT ; pT
1� n

b

T�1X
k=T�1�T�

Ik((1 + �)k+1�T � �) � (1 + rL)LT�1; ) = 0; ( 3.40.)

(st; Lt � �ptIt) = 0;
t = 0; : : : ; T � 1: ( 3.41.)

� ª ·¥±²¢¥ °¥¸¥¨¿ ¯°¿¬®© § ¤ ·¨ ¢»¡¥°¥¬ °¥¸¥¨¥, ¯°¨ ª®²®°®¬ It � 0, Lt = �ptIt ¨
®£° ¨·¥¨¥ (3.17.) ¢»¯®«¿¥²±¿ ª ª ° ¢¥±²¢® ¯°¨ t � T � T� � 1. �°¨ t > T � T� � 1
It = Lt = 0.
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�®«®¦¨¬ st = (qt � qt+1)+,   qt = 0 ¯°¨ t > T � T� � 1. � «¥¥ qt ¬» ¡³¤¥¬ ¢»¡¨° ²¼
² ª, ·²®¡» ¢ ®£° ¨·¥¨¿µ (3.34.) ¢»¯®«¿«®±¼ ° ¢¥±²¢®. �® «¥¬¬¥ 2 qt ¡³¤³² ¢®§° ±² ²¼ ¢
®¡° ²®¬ ¢°¥¬¥¨ ¯°¨ t � T � T� � 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼® st = qt � qt+1 ¯°¨ t = 0; : : : ; T � T�� 1.

�¥£ª® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¯®±²°®¥»¥ °¥¸¥¨¿ ¯°¿¬®© § ¤ ·¨ (3.16.) - (3.20.) (It; Lt) ¨ ¤¢®©-
±²¢¥®© § ¤ ·¨ (3.21.), (3.34.), (3.35.), (3.24.),(3.25.) (qt; st) ³¤¢®³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬
¤®¯®«¿¾¹¥© ¥¦¥±²ª®±²¨ (3.36.)-(3.41.). �²® ®§ · ¥², ·²® ¯°¨¢¥¤¥»¥ °¥¸¥¨¿ ¡³¤³²
®¯²¨¬ «¼»¬¨.

� «¥¥, § ¬¥²¨¬, ·²® ¯® ¯®±²°®¥¨¾ ¯°¨ 0 � t � T � T� � 1 It ¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ ¤¨ ¬¨-
·¥±ª®© ±¨±²¥¬» (3.33.),   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±®£« ±® «¥¬¬¥ 3, ¡³¤¥² ¢»¯®«¿²¼±¿ ²°¥²¼¿ · ±²¼
³²¢¥°¦¤¥¨¿ ²¥®°¥¬». �¥®°¥¬  ¤®ª §  .

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬®©, ¯®  · «¼»¬ ¤ »¬ (2.9.) ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬
´®°¬³«» (3.33.) ¬» ¬®¦¥¬ ±²°®¨²¼ ®¯²¨¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ (3.16.) - (3.20.). �°¨ ° §-
«¨·»µ  · «¼»µ ³±«®¢¨¿µ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«³· ²¼ ° §»¥ °¥¸¥¨¿. �¤ ª®, ±®£« ±® ²°¥²¼¥©
· ±²¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ²¥®°¥¬», ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ t ½²¨ °¥¸¥¨¿ ¡³¤³² ¬ «® ®²«¨· ²¼±¿ ®² °¥¸¥¨¿
(I�t ; L

�

t ), ¯®°®¦¤¥®£®  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨, ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ 
I�
�1�T� > 0;
I�t = I�t�1(1 + ); t = �T�; : : : ;�1;
L�
�1 = �p�1I��1;

£¤¥  - ª®°¥¼ ³° ¢¥¨¿ (3.32.). � ®¥ °¥¸¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² °¥¦¨¬³ ±¡ « ±¨°®¢ ®£®
¨´«¿¶¨®®£® °®±² . � ² ª®¬ °¥¦¨¬¥  ²³° «¼»¥ ¯®ª § ²¥«¨, ² ª¨¥ ª ª It, Yt, 	t, ° ±²³²
(¨«¨ ¯ ¤ ¾²) ± ¥ª®²®°»¬ ®¤¨ ª®¢»¬ ¯®±²®¿»¬ ²¥¬¯®¬ 

It = (1 + )tI0;

Yt = (1 + )tY0;

  ®¬¨ «¼»¥ ´¨ ±®¢»¥ ¯®ª § ²¥«¨, ² ª¨¥ ª ª ��� (¢ «®¢®© ¢³²°¥¨© ¯°®¤³ª²), Lt,
° ±²³² ± ²¥¬¯®¬ (1 + )(1 + �) � 1, ².¥.

pt(Yt �	t) = ((1 + )(1 + �))t p0(Y0 �	0):

Lt = [(1 + )(1 + �)]tL0:

�  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ °¥¦¨¬¥ ±¡ « ±¨°®¢ ®£® °®±²  ± ²¥¬¯®¬  ¯®«³·¨¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³
Yt, 	t ¨ It

Yt =
It

b(1 + )

1� [(1 + )(1 + �)]�T��1

1 � [(1 + )(1 + �)]�1
; ( 3.42.)

	t =
It�

b(1 + )

1 � (1 + )�T��1

1 � (1 + )�1
: ( 3.43.)
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4 �¥§³«¼² ²» ·¨±«¥»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨©

� ±·¥²» ¯°®¢®¤¨«¨±¼ ¯°¨ § ·¥¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯®«®¦¥¨¾ »¥¸¥©
°®±±¨©±ª®© ½ª®®¬¨ª¨:

±°¥¤¿¿ ´®¤®¥¬ª®±²¼ ¥¤¨¨¶» ¬®¹®±²¨ 1.5 £®¤ 
¬¨¨¬ «¼»© ª®½´´¨¶¨¥² ¬ ²¥°¨ «®¥¬ª®±²¨ ¥¤¨¨¶»
¯°®¤³ª² 

0.35 1

®°¬  ª°¥¤¨²®¢ ¨¿ ¨¢¥±²¨¶¨®»µ ¯°®¥ª²®¢ ª®¬¬¥°·¥-
±ª¨¬¨ ¡ ª ¬¨

0.3

²¥¬¯ ¢»¡»²¨¿ ¬®¹®±²¥© 0.05 1/£®¤
¤®«¿ § ° ¡®²®© ¯« ²» ¢ ��� 0.35
¤®«¿  «®£®¢ ¢ ��� 0.2

� ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ¤ ®¬³  ¡®°³ ¯ ° ¬¥²°®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®°¥¼ ³° ¢¥¨¿ (3.32.)
 = 0:1. � ¤® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ½²® ¤®¢®«¼® ¡®«¼¸®© ²¥¬¯ °®±² . �¥±¿²¨¯°®¶¥²»© ²¥¬¯
°®±²  ���  ¡«¾¤ ¥²±¿ °¥¤ª®. �¤ ª®  ¤® ¯®¬¨²¼, ·²® ¯®«³·¥»¥ ¢ ° ¬ª µ ¤ ®©
¬®¤¥«¨ § ·¥¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ®¶¥ª®© ±¢¥°µ³ ²¥¬¯  °®±²  ���. �  °¥ «¼®¥ § ·¥¨¥ ²¥¬¯ 
°®±²  ±³¹¥±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ®ª §»¢ ¾² £®±³¤ °±²¢¥ ¿ ¯®«¨²¨ª , ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¬¥¦¤³
 £¥² ¬¨, ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ²° § ª¶¨®»¥ ¨§¤¥°¦ª¨.

� ª¦¥ ¡»«¨ ¨§³·¥» § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®«³·¥®© ®¶¥ª¨ ²¥¬¯  °®±²  ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®-
¤¥«¨. �«¿ ½²®£® ¢ °¼¨°®¢ «®±¼ § ·¥¨¥ ®¤®£® ¨§ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯°¨ ¯®±²®¿»µ § ·¥¨¿µ
®±² «¼»µ ¯ ° ¬¥²°®¢. �° ´¨ª¨ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®¶¥ª¨ ²¥¬¯  °®±²  ®² ª®½´´¨¶¨¥²  ´®¤®-
¥¬ª®±²¨, ¬ ²¥°¨ «®¥¬ª®±²¨, ²¥¬¯  ¢»¡»²¨¿ ¬®¹®±²¥© ¨ ¤®«¨  «®£®¢ ¨ § °¯« ²» ¢ ���
¯°¨¢¥¤¥»   °¨±³ª µ �¨±.1- �¨±.4 ±®®²¢¥²±²¢¥®.

�¨±. 1. �¨±. 2.

� ª ¨ ±«¥¤®¢ «® ®¦¨¤ ²¼, ³«³·¸¥¨¥ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¯°®¨§¢®¤±²¢  ¿¢«¿¥²±¿
±³¹¥±²¢¥»¬ °»· £®¬ ¯®¢»¸¥¨¿ ²¥¬¯®¢ °®±²  ��� (�¨±.1- �¨±.3). �¢¥«¨·¥¨¥ ª®½´´¨-
¶¨¥²  ´®¤®¥¬ª®±²¨   30 % ¢¥¤¥² ª ¯ ¤¥¨¾ ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®£® ²¥¬¯  °®±²  ¤®

1�¨¨¬ «¼»© ª®½´´¨¶¨¥² ¬ ²¥°¨ «®¥¬ª®±²¨ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ±°¥¤¥© ¬ ²¥°¨ «®¥¬ª®±²¨, ª®²®° ¿ ¬®-
¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥  ¯® ´®°¬³«¥ 	t

Yt�	t
¨, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ´®°¬³« ¬¨ (3.42.), (3.43.), § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯ 

°®±²  .
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�¨±. 3. �¨±. 4.

5 % ¢ £®¤, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¯°¨ ¢®§° ±² ¨¨ ²¥¬¯  ¢»¡»²¨¿ ¬®¹®±²¥© ¤® 0.06 1/£®¤, ²¥¬¯
°®±²  ³¬¥¼¸ ¥²±¿   2 %. �¨¦¥¨¥ ¤®«¨  «®£®¢ ¢ ��� ² ª¦¥ ¢¥¤¥² ª ³¢¥«¨·¥¨¾ ²¥¬¯®¢
°®±²  �¨±.4. �¤ ª®,  ¤® ¯®¬¨²¼, ·²® ¯¥°±¯¥ª²¨¢» ¯®«¨²¨ª¨  ¯° ¢«¥®©   ¯®¢»¸¥¨¥
¤®«¦» ®¶¥¨¢ ²¼±¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ § ¬ª³²®© ¬ ª°®½ª®®¬¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨.
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