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�¢¥¤¥¨¥

�¤¨¬ ¨§ ¶¥²° «¼»µ ¢®¯°®±®¢ ¨¤¥®«®£¨·¥±ª¨µ ¤¨±ª³±±¨© ¯®±«¥¤¨µ
¤¥±¿²¨«¥²¨© ¡»«  ¯°®¡«¥¬  ®¶¥ª¨ ¢«¨¿¨¿ £®±³¤ °±²¢¥®© ¯®«¨²¨-
ª¨   ²¥¬¯»  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®£® ¯°®£°¥±± . �³¹¥±²¢³¾² ¯®«¿°»¥
²®·ª¨ §°¥¨¿. � ®¤®© ±²®°®», «¨¡¥° «¼»¥ ½ª®®¬¨±²»,  ¯°¨¬¥°
�.�.� ©¥ª, ³²¢¥°¦¤ ¾², ·²® £®±³¤ °±²¢¥®¥ ¢¬¥¸ ²¥«¼±²¢® ¢ ½ª®-
®¬¨·¥±ª¨¥ ¯°®¶¥±±»  °³¸ ¥² ² ¨±²¢® ´³ª¶¨®¨°®¢ ¨¿ °»ª 
¨ § ¬¥¤«¿¥²  ³·®-²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±, ¯®« £ ¿, ·²® ²®«¼ª® °»-
®ª ¬®¦¥² ®¯°¥¤¥«¨²¼  ¨¡®«¥¥ ¯¥°±¯¥ª²¨¢»¥  ¯° ¢«¥¨¿ ½ª®®-
¬¨·¥±ª®£® ° §¢¨²¨¿. �²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ª ª  °£³¬¥²
¢ ª°¨²¨ª¥ ±®¶¨ «¨±²¨·¥±ª¨µ ¤®ª²°¨. �£® ±²®°®¨ª¨ ³²¢¥°¦¤ ¾²,
·²®  ¤¬¨¨±²° ²¨¢®¥ °¥£³«¨°®¢ ¨¥ ±¨¦ ¥² ½ª®®¬¨·¥±ª¨¥ ±²¨¬³-
«» ¤«¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©. � ª ¿ ¯°®¡«¥¬  ¤¥©±²¢¨-
²¥«¼® ±³¹¥±²¢®¢ «  ¢ ±®¢¥²±ª®© ½ª®®¬¨ª¥ ¨ ¯®¯»²ª¨ ±²¨¬³«¨°®¢ ²¼
° ±¯°®±²° ¥¨¥ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨© §  ±·¥² ¢¥½ª®®¬¨·¥±ª¨µ ±²¨¬³-
«®¢, ² ª¨µ ª ª ±®¶¨ «¨±²¨·¥±ª®¥ ±®°¥¢®¢ ¨¥, ®ª § «¨±¼ ¬ «®½´´¥ª-
²¨¢»¬¨.

� ¤°³£®© ±²®°®», ª¥©±¨ ±ª ¿ ¸ª®«  ±·¨² ¥², ·²® ¬¥¤«¥»¥
¯°®¶¥±±» ± µ ° ª²¥°»¬¨ ¢°¥¬¥ ¬¨ ¯®°¿¤ª  ¤¥±¿²¨«¥²¨©, ª ª®²®°»¬
®²®±¿²±¿ ¯°®¶¥±±» ±¬¥» ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨µ ³ª« ¤®¢, ¯«®µ® °¥£³«¨°³-
¾²±¿ °»®·»¬¨ ¬¥µ ¨§¬ ¬¨ ¨ ·²® £®±³¤ °±²¢¥»© ±¯°®±   ¨-
¢¥±²¨¶¨¨ ¬®¦¥² ±¯®±®¡±²¢®¢ ²¼  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®¬³ ¯°®£°¥±±³. � -
¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ ¢¥¤°¥¨¥¬  ³·»µ ®²ª°»²¨© ¨ ¡®«¼¸¨¬¨ ¶¨ª« -
¬¨ ½ª®®¬¨·¥±ª®© ª®º¾ª²³°» ¡»«  ®¡ °³¦¥  ¢ ° ¡®²¥ �.�.�®-
¤° ²¼¥¢  "�®«¼¸¨¥ ¶¨ª«» ½ª®®¬¨·¥±ª®© ª®º¾ª²³°»"(±¬. [4]). �«®-
¡ «¼»¥ £®±³¤ °±²¢¥»¥ ¯°®£° ¬¬», ² ª¨¥ ª ª ¯°®£° ¬¬  ¢»± ¤-
ª¨ ·¥«®¢¥ª    �³³ "�¯®««®" ¨«¨ ¯°®£° ¬¬  ���, ®ª §»¢ «¨ ª®±-
¢¥®¥ ¢«¨¿¨¥    ³·®-²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±. �°¥¤¯®« £ ¾², ·²®
¯°®£° ¬¬  "�¯®««®" ±¯®±®¡±²¢®¢ «  ° §° ¡®²ª¥ ¨ ¸¨°®ª®¬³ ¢¥¤°¥-
¨¾ ª®¬¯¼¾²¥°»µ ²¥µ®«®£¨©,   ¯°®£° ¬¬  ¢®¥»µ ¯°¨£®²®¢«¥-
¨© ¢ ° ¬ª µ ¯°®¥ª²  ��� ¢ª«¾· «  ¢ ±¥¡¿ ½«¥¬¥² £®±³¤ °±²¢¥-
®© ¯®«¨²¨ª¨ ��� ¢ ®¡« ±²¨ ° §¢¨²¨¿ ¯°®¬»¸«¥»µ ²¥µ®«®£¨©
[2]. �¤¬¨¨±²° ²¨¢»¥ ¬¥²®¤» °¥£³«¨°®¢ ¨¿ ½ª®®¬¨ª¨ ¯®§¢®«¿¾²
«¥£·¥ ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¿²¼ °¥±³°±», ·¥¬ ½²® ¤®¯³±ª ¾² °»®·»¥ ¬¥-
µ ¨§¬». � ª ¢ ���� ¢ 30-»¥ £®¤» ¡»«  ®±³¹¥±²¢«¥  ¯°®£° ¬¬ 
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¨¤³±²°¨ «¨§ ¶¨¨, ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¨«  §  ±·¥² °¥±³°±®¢,  ª®¯«¥»µ
¢ ±¥«¼±ª®¬ µ®§¿©±²¢¥, §  ª®°®²ª¨© ¯¥°¨®¤ ¢°¥¬¥¨ ±®§¤ ²¼ ¢®¥®-
¯°®¬»¸«¥»© ª®¬¯«¥ª±. �®¯°®± ® ²®¬,  ±ª®«¼ª® ½´´¥ª²¨¢» ² -
ª¨¥ ª°³¯»¥ ¯°®£° ¬¬» § ¢¨±¨² ®² ®¶¥®ª ¨µ ª®±¢¥®£® ¢«¨¿¨¿  
 ³·®-²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±, ª®²®°»¥ ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ § ¢¨±¿² ®² ¥£®
ª®¶¥¯¶¨¨ ¨ ±¯®±®¡®¢ ¨§¬¥°¥¨¿.

� §»¥ ²®·ª¨ §°¥¨¿   ½´´¥ª²¨¢®±²¼ £®±³¤ °±²¢¥®£® °¥£³«¨-
°®¢ ¨¿ ®¡³±«®¢«¥» ° §»¬¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬¨ ®  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®¬
¯°®£°¥±±¥. �²®°®¨ª¨ «¨¡¥° «¼»µ ½ª®®¬¨·¥±ª¨µ ¢§£«¿¤®¢ ¯°¥¤¯®-
« £ ¾², ·²®  ³·®-²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±± - ½²® ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ¥-
¡®«¼¸¨µ ®¢®¢¢¥¤¥¨© ¨ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©   ¬¨ª°®³°®¢¥. �¨ ¬¨-
ª  ½²®£® ¯°®¶¥±±  ®¡³±«®¢«¥  ¢³²°¥¨¬¨ ¯°¨·¨ ¬¨ ¨ ¥ ²°¥¡³¥²
ª°³¯»µ ¶¥²° «¨§®¢ »µ ¤¥¥¦»µ ¢«®¦¥¨©. �²®°®¨ª¨ ª¥©±¨-
 ±ª¨µ ¨ ±®¶¨ «¨±²¨·¥±ª¨µ ¢§£«¿¤®¢ ±ª«®» ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼  ³·®-
²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±± ª ª ª°³¯»¥ ±²°³ª²³°»¥ ±¤¢¨£¨ ¢ ²¥µ®«®-
£¨·¥±ª®¬ ³ª« ¤¥, ®¡³±«®¢«¥»¥ ¢¥¤°¥¨¥¬  ³·»µ ®²ª°»²¨©. � -
ª¨¥ ±¤¢¨£¨ ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ±¯®² »¬¨ ¨ ¯°®¨±µ®¤¿², ª ª ¯° ¢¨«®,
¯°¨ °¥ «¨§ ¶¨¨ ª°³¯»µ £®±³¤ °±²¢¥»µ ¯°®£° ¬¬. �®¯»²ª¨ ³±² -
®¢¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ  ¡«¾¤¥¨©, ª ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿
®  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®¬ ¯°®£°¥±±¥ ®ª §»¢ ¾²±¿ ¯° ¢¨«¼»¬¨ ± ²®·ª¨
§°¥¨¿ ¢«¨¿¨¿   ½ª®®¬¨·¥±ª®¥ ° §¢¨²¨¥, ¥ ¯°¨¢®¤¿² ª ®¤®§ ·-
»¬ °¥§³«¼² ² ¬. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¥ ¢¯®«¥ ¿±® ª ª ¨§¬¥°¿²¼  ³·®-
²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±. �®±¢¥»¥ ±¯®±®¡» ¨§¬¥°¥¨¿ ¬®£³² ¯°¨¢®-
¤¨²¼ ª «®¦»¬ ¢»¢®¤ ¬. � ¯°¨¬¥°, ¢ ���� ¢ 70-»¥ £®¤» ®´¨¶¨ «¼-
 ¿ ¯°®¯ £ ¤  £®¢®°¨«  ® ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯ µ  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®£® ¯°®-
£°¥±± . �±®¢ ¨¥¬ ¤«¿ ² ª®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¿¢«¿« ±¼ °¥£¨±²°¨°³¥¬ ¿
±² ²¨±²¨·¥±ª¨¬¨ ±«³¦¡ ¬¨ ¤¨ ¬¨ª  ¯°®¶¥±±  § ¬¥¹¥¨¿ ²°³¤  ª -
¯¨² «®¬. �¤ ª® ¢ °¥ «¼®±²¨ ½²¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥  ¡«¾¤¥¨¿ ¡»«¨
¢»§¢ » ±¨¦¥¨¥¬ ª ·¥±²¢  ¢»¯³±ª ¥¬®© ¯°®¤³ª¶¨¨ (¯®¤°®¡¥¥ ±¬.
[6]). �®½²®¬³ ¢ ±«®¦¨¢¸¥©±¿ ±¨²³ ¶¨¨ ²¥¬¯ § ¬¥¹¥¨¿ ²°³¤  ª ¯¨² -
«®¬ ¥ ¿¢«¿«±¿ ¬¥°®© ²¥¬¯   ³·®-²¥µ¨·¥±ª®£® ¯°®£°¥±± .

�°¨¢¥¤¥»© ¯°¨¬¥° ¯®ª §»¢ ¥²  ±ª®«¼ª®  ª²³ «¼®© § ¤ ·¥©
¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥µ®¤ ®² ®¡¹¨µ ¨¤¥®«®£¨·¥±ª¨µ ¤¨±ª³±±¨©, ¯°®¨±µ®¤¿¹¨µ
  ª®¶¥¯²³ «¼®¬ ³°®¢¥, ª ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿¬   ¿§»-
ª¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥©. �®¤¥«¼ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®£® ° §¢¨²¨¿ ®²° -
±«¨, ´®°¬ «¨§³¾¹ ¿ «¨¡¥° «¼»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ®  ³·®-²¥µ¨·¥±-
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ª®¬ ¯°®£°¥±±¥, ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥  �.�.�®«²¥°®¢¨·¥¬ ¨ �.�.�¥ª¨»¬
(¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¥¥ ¬®¤¥«¼¾ �®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨ ). �  ¨±¯®«¼-
§³¥² ª®¶¥¯¶¨¾ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ¨®¢ ¶¨© �¦.�³¬¯¥²¥° , ª®²®°»©
° §¤¥«¨« ¬¥µ ¨§¬ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨µ ±¤¢¨£®¢   ¤¢¥ ½¤®£¥»¥ ª®¬-
¯®¥²»: ±®§¤ ¨¥ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©, ².¥. ±®¡±²¢¥® ¨®¢ ¶¨®»©
¯°®¶¥±±, ¨ ¨µ § ¨¬±²¢®¢ ¨¥, ².¥. ¯°®¶¥±± ¨¬¨² ¶¨¨. �§¢¥±²®, ·²®
¤ ¦¥ ¢ ¬®®¯°®¤³ª²®¢»µ ®²° ±«¿µ ±®±³¹¥±²¢³¾² ° §®½´´¥ª²¨¢»¥
²¥µ®«®£¨¨. �¬¯¨°¨·¥±ª¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ª°¨¢»¥ ° ±-
¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¹®±²¥© ®²° ±«¨ ¯® ³°®¢¿¬ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¤«¿ ° §»µ
¬®¬¥²®¢ ¢°¥¬¥¨ ¯®µ®¦¨ ¤°³£   ¤°³£ . �«¿ ¥ª®²®°»µ ®²° ±«¥©  -
¡«¾¤ ¥²±¿ ±µ®¤±²¢® ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ª°¨¢»¬¨. �²¨  ¡«¾¤¥¨¿ ³¦¤ -
«¨±¼ ¢ ®¡º¿±¥¨¨.

1. �®¤¥«¼ �®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨ 

1.1 �¯¨± ¨¥ ¬®¤¥«¨

� ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥ ¿ ±¨±²¥¬ , ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿ ª®²®°®©
° ±¯°¥¤¥«¥» ¯® ³°®¢¿¬ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®© ½´´¥ª²¨¢®±²¨ n, n =
0; 1; : : :. �®¿²¨¥ ³°®¢¿ ²¥µ®«®£¨·¥±ª®© ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¬®¦¥² ¡»²¼
®¯°¥¤¥«¥® ° §»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨. � ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¥ ¡³¤¥¬ ª®ª°¥-
²¨§¨°®¢ ²¼ ª ª®© ¨¬¥® ¯®ª § ²¥«¼ ¨¬¥¥²±¿ ¢ ¢¨¤³, ¢ ¦® «¨¸¼, ·²®
ª ¦¤®¥ ¯°¥¤¯°¨¿²¨¥ ±²°¥¬¨²±¿ ¯¥°¥©²¨   ³°®¢¥¼ ± ¡®«¥¥ ¢»±®ª¨¬
®¬¥°®¬. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Fn(t) ¤®«¾ ¯°¥¤¯°¨¿²¨©,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢
¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t   ³°®¢¿µ ± ®¬¥° ¬¨ ¥ ¢»¸¥ n: �°¥¤¯®« £ ¥²±¿,
·²® ¯°¥¤¯°¨¿²¨¥ ¬®¦¥² ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ²®«¼ª®   ±«¥¤³¾¹¨© ¡®«¥¥ ¢»-
±®ª¨© ³°®¢¥¼ ½´´¥ª²¨¢®±²¨. �®£¤  ³¡»¢ ¨¥ Fn(t) ¯°®¨±µ®¤¨² § 
±·¥² ¯¥°¥µ®¤  ¯°¥¤¯°¨¿²¨© n-®£® ³°®¢¿, ¤®«¿ ª®²®°»µ ±®±² ¢«¿¥²
Fn�Fn�1,   (n+1)-»© ³°®¢¥¼. �ª®°®±²¼ ³¡»¢ ¨¿ ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¨§
¤¢³µ ½«¥¬¥²®¢: ¨®¢ ¶¨®®© ±®±² ¢«¿¾¹¥© �(Fn�1 � Fn) ¨ ¨¬¨² -
¶¨®®© ±®±² ¢«¿¾¹¥© �(1 � Fn)(Fn�1 � Fn); ª®²®° ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼-
  ¤®«¥ ¡®«¥¥ ½´´¥ª²¨¢»µ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© (1 � Fn). �®±² ²» � > 0
¨ � > 0 µ ° ª²¥°¨§³¾² ¨²¥±¨¢®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¨®¢ ¶¨®-
®£® ¨ ¨¬¨² ¶¨®®£® ¯°®¶¥±±®¢ ¨ ±·¨² ¾²±¿ ®¤¨ ª®¢»¬¨ ¤«¿ ª -
¦¤®£® ³°®¢¿ ½´´¥ª²¨¢®±²¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ½¢®«¾¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥-
¨¿ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¯® ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ±¨±²¥¬®©
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¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®-° §®±²»µ ³° ¢¥¨©

dFn

dt
= �(�+�(1�Fn))(Fn�Fn�1)+�(Fn�1�Fn)+�(1�Fn)(Fn�1�Fn);

(1.1)
c £° ¨·»¬¨ ¨ ¬®®²®»¬¨  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¢¨¤ 

F0(t) � 0; 0 < Fk�1 < Fk(0) < 1; 1 < k < N ; Fk(0) = 1; k � N: (1.2)

1.2 �±¨¬¯²®²¨ª  °¥¸¥¨©

�®«®¦¨¬

B(t) =
1Y
k=1

 
1 +

�

�
(1� Fk(t))

!

¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿ (1.1)   ¢±¥© ¢°¥¬¥®©
®±¨

F �
n(t; A; �; �) =

 
1 +A

 
�

� + �

!n
e�t

!�1
; (1.3)

£¤¥ ª®±² ²  A § ¢¨±¨² ®²  · «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ (1.2). �°¨ ´¨ª-
±¨°®¢ ®¬ t °¥¸¥¨¥ (1.3) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© «®£¨±²¨·¥±ª³¾ ª°¨-
¢³¾, ´®°¬  ª®²®°®© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ª®±² ² ¬¨ � ¨ �. �² 
ª°¨¢ ¿ ±¤¢¨£ ¥²±¿ ¢ ±²®°®³ ³¢¥«¨·¥¨¿ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ± ¯®±²®¿-
®© ±ª®°®±²¼¾ �= ln

�
1 + �

�

�
, ª®²®° ¿ ² ª¦¥ ¥ § ¢¨±¿¹¥© ®²  · «¼®-

£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿.
�¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢ ¦®¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ® ¯®¢¥¤¥¨¨ °¥¸¥¨¿

§ ¤ ·¨ (1.1), (1.2) ¯°¨ t!1:
�¥®°¥¬  1. (�.�.�®«²¥°®¢¨·, �.�.�¥ª¨ [7]). �³±²¼ Fn;

1�n<1; - °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ (1.1),(1.2). �°¨ A=B(0) ¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥-
¤³¾¹ ¿ ®¶¥ª 

jFn(t)� F �
n(t; A; �; �)j � Ke�t; 0 � n <1; t � T0;

£¤¥ K; ; T0 - ¯®±²®¿»¥, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² �; �;B(0); N .
�² ª, ¢±¥ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (1.1), (1.2)  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ±²°¥-

¬¿²±¿ ª °¥¸¥¨¾ (1.3). �²® ®§ · ¥², ·²® ± ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ° ±-
¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¯® ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¥§ ¢¨±¨¬® ®²  · «¼-
»µ ³±«®¢¨© ¯°¨®¡°¥² ¥² ³±²®©·¨¢³¾ ´®°¬³, ·²® ±®£« ±³¥²±¿ ± ½¬¯¨-
°¨·¥±ª¨¬¨  ¡«¾¤¥¨¿¬¨. �°®¬¥ ²®£®, ±ª®°®±²¼ ¢®«®¢®£® °¥¸¥¨¿
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(1.3), ª ª®²®°®¬³ ¯°¨²¿£¨¢ ¥²±¿ «¾¡®¥ °¥¸¥¨¥ ¬®¤¥«¨ �®«²¥°®¢¨· -
�¥ª¨ , ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ²¥¬¯ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ®¢»µ
²¥µ®«®£¨©.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¤¥«¼ �®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨  ¤ ¥² ®¡º¿±¥¨¥ ½¬-
¯¨°¨·¥±ª¨¬  ¡«¾¤¥¨¿¬ ®²®±¨²¥«¼® ´®°¬» ª°¨¢®© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿
¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¯® ³°®¢¿¬ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¨ ¯®§¢®«¿¥² ¢¢¥±²¨ ¯®¿-
²¨¥ ±ª®°®±²¨ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©. �®¤¥«¼ ¯®§¢®«¨« 
®¡º¿±¨²¼ ª ·¥±²¢¥»¥ ®±®¡¥®±²¨ ½¢®«¾¶¨¨ ·¥°®© ¬¥² ««³°£¨¨
���� ¢ ¯¥°¨®¤ ± 1976 ¯® 1988 £®¤  [1]. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¨¬¥¥²±¿ °¿¤
½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ ´ ª²®¢, ª®²®°»¥ ¥ ®¡º¿±¿¾²±¿ ®¯¨± ®© ¢»¸¥ ¬®-
¤¥«¼¾. �§¢¥±²» ½ª®®¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬», ¢ ª®²®°»µ ¥ ° ±¯°®±²° -
¿«¨±¼ ®¢»¥ ²¥µ®«®£¨©. �®«¥¥ ²®£®, ¢ ° ¬ª µ ¥¤¨®© ½ª®®¬¨·¥±ª®©
±¨±²¥¬» ¢ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ®²° ±«¨ ¬®£³² ¥§ ¢¨±¨¬® ±®±³¹¥±²¢®¢ ²¼
²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¥ ³ª« ¤»   ° §»µ ³°®¢¿µ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ² ª, ·²®
¤®±²¨¦¥¨¿ ¡®«¥¥ ¯¥°¥¤®¢®£® ³ª« ¤  ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ ¯¥°¥¤ ¾²±¿ ¬¥-
¥¥ ½´´¥ª²¨¢»¬1.

�«¿ ®¡º¿±¥¨¿ ½²¨µ ¿¢«¥¨© ²°¥¡³¥²±¿ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ²¼ ¨±µ®¤³¾
¬®¤¥«¼. � [8] �.�.�®«²¥°®¢¨· ¨ �.�.�¥ª¨ ¯°¥¤«®¦¨«¨ ®¡®¡¹¥¨¥
¬®¤¥«¨, ¢ ª®²®°®© ¤¨ ¬¨ª  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¯® ³°®¢¿¬
½´´¥ª²¨¢®±²¨ ®¯¨±»¢ « ±¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ³° ¢¥¨¿

dFn

dt
= ��(Fn)(Fn � Fn�1): (1.4)

�¤¥±¼ �(F ) - ´³ª¶¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ¨²¥±¨¢®±²¼ ¯¥°¥µ®¤    ±«¥-
¤³¾¹¨© ³°®¢¥¼ ½´´¥ª²¨¢®±²¨. � [8] ¤®ª § ®, ·²® ¥±«¨ �(F ) ¬®®-
²®® ³¡»¢ ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿, ²® ±¯° ¢¥¤«¨¢  ²¥®°¥¬  ®¡  ±¨¬¯²®²¨ª¥
°¥¸¥¨©,   «®£¨· ¿ ²¥®°¥¬¥ 1. �±«¨ ¦¥ ´³ª¶¨¿ �(F ) ¥ ¿¢«¿¥²-
±¿ ¬®®²®® ³¡»¢ ¾¹¥© ´³ª¶¨¥©, ²® ¢»±ª §»¢ ¥²±¿ £¨¯®²¥§ , ·²®
 ±¨¬¯²®²¨ª  °¥¸¥¨© ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¥±ª®«¼ª® ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨µ ³ª« -
¤®¢ (¯®¤°®¡¥¥ ±¬. ¢ [11]).

� ¤ ®© ° ¡®²¥ ¨±±«¥¤³¥²±¿ ¤°³£ ¿ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¿, ¢ ª®²®°®© ±®-
µ° ¿¥²±¿ ¨±µ®¤®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ �¦.�³¬¯¥²¥°  ® ° §¤¥«¥¨¨ ¬¥-
µ ¨§¬  ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨µ ±¤¢¨£®¢   ¨®¢ ¶¨¾ ¨ ¨¬¨² ¶¨¾, ® ¬®-
¤¨´¨¶¨°³¥²±¿ ¬®¤¥«¼®¥ ®¯¨± ¨¥ ¨¬¨² ¶¨®®£® ¯°®¶¥±± . �¤ ª®
¯°¥¦¤¥, ·¥¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ½²³ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ³¾ ¬®¤¥«¼, ° ±±¬®²°¨¬

1� ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦® £®¢®°¨²¼ ® ¬®£®³ª« ¤®±²¨.
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¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¯¥°¥¬¥»µ ¨±µ®¤®© ¬®¤¥«¨ �®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨  ¢
²¥°¬¨ µ ¬®¤¥«¨ ½ª®®¬¨·¥±ª®£® °®±²  ¨ ®¡±³¤¨¬ ¢«¨¿¨¥ ²° § ª-
¶¨®»µ ¨§¤¥°¦¥ª   ¢¥¤°¥¨¥ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©.

1.3 �®¤¥«¼ ½ª®®¬¨·¥±ª®£® °®±² 

�® ±¨µ ¯®° ·¨±«® ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ¢ ¬®¤¥«¨ ±·¨² «®±¼ ¯®±²®¿»¬,   ° §-
«¨·¨¿ ¢ ¨µ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ¨£®°¨°®¢ «¨±¼. � [8] ¡»«  ®¯¨±  
¯°®±²¥©¸ ¿ ¬®¤¥«¼, ³·¨²»¢ ¾¹ ¿ ®¤®¢°¥¬¥® ª ·¥±²¢¥®¥ ±®¢¥°-
¸¥±²¢®¢ ¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ¬®¹®±²¥© ¢ ¯°®¶¥±± µ ¨¬¨² ¶¨¨ ¨
¨®¢ ¶¨¨ ¨ ª®«¨·¥±²¢¥»© °®±². �°®¬¥ ²®£®, ¡»«® ª®ª°¥²¨§¨°®-
¢ ® ¯®¿²¨¥ ³°®¢¿ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ²¥µ®«®£¨¨. �³±²¼ Mn - ®¡º¥¬
¯°®¨§¢®¤±²¢¥»µ ¬®¹®±²¥©, ª®²®°»¥ ¤ ¾² ¯°¨¡»«¼ �n ± ª ¦¤®©
¥¤¨¨¶» ¬®¹®±²¨ ¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨. �®ª § ²¥«¼ �n ¯°¨¨¬ ¥²±¿ ¢
ª ·¥±²¢¥ ¬¥°» ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ²¥µ®«®£¨¨ ³°®¢¿ n. �·¨² ¥²±¿, ·²®
± °®±²®¬ n ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ¢®§° ±² ¥²: �n+1 > �n. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿,
·²® ¢±¿ ¯°¨¡»«¼ ° ±µ®¤³¥²±¿   ° ±¸¨°¥¨¥ ¬®¹®±²¥©. �®£¤  ¬®¦®
®¯°¥¤¥«¨²¼ ´³ª¶¨¾ F=fFng10 ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¹®±²¥© ¯® ³°®¢¿¬
½´´¥ª²¨¢®±²¨

Fn =

0
@ nX
k=0

Mk

1
A,

0
@ 1X
k=0

Mk

1
A ; n = 0; 1; 2; : : : ; (1.5)

¯°¥¤¯®« £ ¿, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ ±¯° ¢  ¨¬¥¥² ±¬»±«. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®
¯°¨¡»«¼ �nMn, ¯®«³· ¥¬ ¿   n-®¬ ³°®¢¥, ° §¤¥«¿¥²±¿   ¤¢  ¯®-
²®ª  ª ¯¨² «¼»µ ¢«®¦¥¨©: ¤®«¿ 'n ½²®© ¯°¨¡»«¨ ¨¤¥²   ±®§¤ -
¨¥ ¬®¹®±²¥© ±«¥¤³¾¹¥£® (n+1)-£® ³°®¢¿,   ¤°³£ ¿ · ±²¼ ®¡º¥¬®¬
(1� 'n)�nMn ²° ²¨²±¿   ° ±¸¨°¥¨¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢  ³°®¢¿ n. � ³·¥-
²®¬ ½²¨µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨© ±®±² ¢«¿¥²±¿ ³° ¢¥¨¥ ½ª®®¬¨·¥±ª®£® °®-
±² 

dMn

dt
= (1 � 'n)�nMn + 'n�1�n�1Mn�1; (1.6)

§¤¥±¼ 'n = '(Fn) = � + �(1 � Fn), �; �>0,   £° ¨·®¥ ¨  · «¼®¥
³±«®¢¨¿ ¨¬¥¾² ¢¨¤

M0(t) � 0; Mn(0) � 0;
NX
n=1

Mn(0) > 0; Mn(0) = 0; n > N; (1.7)
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£¤¥ N - ¥ª®²®°®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®. �²®±¨²¥«¼® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
®±²¨ �n ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¢»¯®«¥»¬¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿
(a) f�ng10 ¯®«®¦¨²¥«¼ , ±²°®£® ¢®§° ±² ¥² ¨ ±µ®¤¨²±¿ ª ¯°¥¤¥«³ �,
(b) f�ng10 ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¥° ¢¥±²¢³

1X
k=1

k(� � �k) <1:

�²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬ ® ° ±¯°®±²° ¥-
¨¨ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨© ¢ "§°¥«®©" ®²° ±«¨.
�¥®°¥¬  2 (�.�.�®«²¥°®¢¨·, �.�.�¥ª¨ [8]). �³±²¼ ¢»¯®«-

¥» ³±«®¢¨¿ (a),(b) ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ F=fFng ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®
°¥¸¥¨¿¬ § ¤ ·¨ (1.6),(1.7) ¯® ´®°¬³«¥ (1.5). �®£¤   ©¤¥²±¿ ª®-
±² ²  d ² ª ¿, ·²®

sup
n
jFn(t)� F �

n(t; d; ��; ��)j ! 0; t!1; (1.8)

£¤¥ F �
n - ´³ª¶¨¿, ³ª §  ¿ ¢ ²¥®°¥¬¥ 1.

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ½¢®«¾¶¨¿ ª°¨¢®© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿ "§°¥«®©"
®²° ±«¨ (¯°¨ ¬¥¤«¥®¬ °®±²¥ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¨§ ³±«®¢¨¿ (b)) ®¯¨±»-
¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ ¢¨¤  (1.1); ½²® ³° ¢¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²  ±¨¬¯²®²¨ª³
²° ¥ª²®°¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ ¨ ±ª®°®±²¼ ±¬¥¹¥¨¿ ½¢®«¾¶¨-
®®© ª°¨¢®© ¢¯° ¢®, ° ¢³¾ ��= ln

�
1 + �

�

�
.

1.4 �®¤¥«¼ ½ª®®¬¨·¥±ª®£® °®±²  ± ²° § ª¶¨®»¬¨ ¨§-
¤¥°¦ª ¬¨

�¡±³¤¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ¢«¨¿¾² ²° § ª¶¨®»¥ ¨§¤¥°¦ª¨
  ±ª®°®±²¼ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©. �®²¿ ¯°¨°®¤  ½²¨µ
¨§¤¥°¦¥ª ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §«¨·®©2, ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¯°¥¤¯°¨¿²¨¿ ®¨
®§ · ¾² ³²° ²³ ®¯°¥¤¥«¥®© ¤®«¨ ¯°¨¡»«¨. � ª ³¦¥ ¡»«® ±ª § ®
¢® ¢¢¥¤¥¨¨, ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢¥ ¯®«¿°»¥ ²®·ª¨ §°¥¨¿   °®«¼ £®±³¤ °-
±²¢  ¢ ° §¢¨²¨¨  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®£® ¯°®£°¥±± . �®²¥«®±¼ ¡» ¯®¿²¼,
-   ¢ ¨¤¥ «¥ ³¬¥²¼ ª®«¨·¥±²¢¥® ®¶¥¨¢ ²¼ - ª ª ¢¬¥¸ ²¥«¼±²¢® £®-
±³¤ °±²¢  ¢ ¯°®¶¥±±»   ¬¨ª°®³°®¢¥ ¬®¦¥² ¯®¢«¨¿²¼   ° §¢¨²¨¥

2� ²° § ª¶¨®»¥ ¨§¤¥°¦ª¨ ¢µ®¤¿²,  ¯°¨¬¥°, £®±³¤ °±²¢¥»¥  «®£¨,   ² ª ¦¥ ¯®²¥°¨ ¯°¥¤-
¯°¨¿²¨© ®² °½ª¥²  ¨ ª®°°³¯¶¨¨.
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 ³·®-²¥µ¨·¥±ª®£® ¯°®£°¥±±    ¬ ª°®³°®¢¥. �«¿ ½²®£® ³·²¥¬, ·²®
®±³¹¥±²¢«¥¨¥ £®±³¤ °±²¢®¬ ª°³¯»µ ¯°®¥ª²®¢  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®£®
° §¢¨²¨¿ «®¦¨²±¿  «®£®¢»¬ ¡°¥¬¥¥¬   "§°¥«»¥" ®²° ±«¨. �¥¬ ¡®«¼-
¸¥ ¬ ±¸² ¡» ¯°®¥ª²®¢ ¨ ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ±°¥¤±²¢ ³¦¥ ¨§° ±µ®¤®¢ ®   ¨µ
®±³¹¥±²¢«¥¨¥, ²¥¬ ¢»¸¥ ²° § ª¶¨®»¥ ¨§¤¥°¦ª¨ ² ª¨µ ®²° ±«¥©.

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾ ¬®¤¥«¨ °®±² , ³·¨²»¢ ¾¹³¾ ²° § ª-
¶¨®»¥ ¨§¤¥°¦ª¨. �¢¥¤¥¬ ¢ ¬®¤¥«¼ °®±²  ¥¹¥ ®¤³ ¯¥°¥¬¥³¾. �¡®-
§ ·¨¬ ·¥°¥§ Q(t) ¤¥¥¦»¥ ±°¥¤±²¢ , ¯®«³·¥»¥ ®² ®²° ±«¨   ®±³-
¹¥±²¢«¥¨¥ £®±³¤ °±²¢¥»µ ¯°®£° ¬¬ ª ¬®¬¥²³ ¢°¥¬¥¨ t. �³¤¥¬
±·¨² ²¼, ·²® ¤«¿ ®²° ±«¨ ½²¨ ° ±µ®¤» ¿¢«¿¾²±¿ ·¨±²»¬¨ ²° § ª¶¨-
®»¬¨ ¨§¤¥°¦ª ¬¨ ¨ ·²® ¨§»¬ ¥¬ ¿ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ³ ¯°¥¤¯°¨¿-

²¨© ®²° ±«¨ ¤®«¿ ¯°¨¡»«¨ ¯°®¯®°¶¨® «¼  ¢¥«¨·¨¥
Q(t)

Q(t)+M(t) ; £¤¥

M(t) =
1P
k=0

Mk(t) ¥±²¼ ±³¬¬ ° ¿ ¬®¹®±²¼ ¢±¥© ®²° ±«¨. �®£¤  ¬®¤¥«¼
°®±²  § ¯¨¸¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥
8>>><
>>>:
dMn
dt =

"
(1�'n)�

�
Q

Q+M�'n

�
+

#
�nMn+

�
'n�1� Q

Q+M

�
+
�n�1Mn�1

dQ
dt =

1P
n=1

Q
Q+M�nMn:

(1.9)

�¤¥±¼ (u)+ � max(u; 0). �  · «¼®¬³ ¨ £° ¨·®¬³ ³±«®¢¨¿¬ (1.7)
¤®¡ ¢«¿¥²±¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥ Q(0) = Q0 > 0.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �²®¸¥¨¥ Q(t)
M(t)

¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢»¬ ¨²¥£° «®¬

±¨±²¥¬» (1.9).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡¥¤¨¬±¿ ¢ ²®¬, ·²® °¿¤
1P
k=1

Mk(t) ±µ®¤¨²±¿, ².¥. ´³ª-

¶¨¿ M(t) ®¯°¥¤¥«¥  ¯°¨ t > 0: � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ·¨±¥« a ¨ b
±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²¢® (b�a)+�(a�b)+=b�a: �®£¤ 
nP

k=1

dMk
dt =

nP
k=1

 
(1�'k)�

�
Q

Q+M�'k

�
+

!
�kMk+

�
'k�1� Q

Q+M

�
+
�k�1Mk�1=

=
n�1P
k=1

�
(1�'k) +

�
'k� Q

Q+M

��
�kMk +

 
(1�'n)+

�
'n� Q

Q+M

�
+

!
�nMn =

=
n�1P
k=1

M
Q+M�kMk +

 
(1�'n) +

�
'n� Q

Q+M

�
+

!
�nMn:

�²¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯®§¢®«¿¾² ±¤¥« ²¼ ®¶¥ª³

nX
k=1

dMk(t)

dt
�

nX
k=1

�kMk(t) < �
nX

k=1
Mk(t):
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�® «¥¬¬¥ �°®³®« -�¥««¬   ¨§ ¯®±«¥¤¥£® ¥° ¢¥±²¢  ¢»²¥ª ¥²
±«¥¤³¾¹ ¿ ¶¥¯®·ª  ¥° ¢¥±²¢

nX
k=1

Mk(t) �
nX

k=1
Mk(0)e

�t �M(0)e�t;

¨§ ª®²®°®© ¢ ±¨«³ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ Mk(t); k = 1; 2; : : : ; ±«¥¤³¥² ¯®-

²®·¥· ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤ 
1P
k=1

Mk(t) =M(t),   ² ª¦¥ ¢®§¬®¦®±²¼ ¥£®

¯®·«¥®£® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¤«¿ «¾¡®£® ª®¥·®£® t > 0:
�¥®¡µ®¤¨¬»¬ ³±«®¢¨¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ M(t) ¿¢«¿¥²±¿ ±µ®¤¨¬®±²¼

Mn(t)! 0 ¯°¨ n!1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®

lim
n!1

nX
k=1

Mk(t) =
1X
k=1

M

Q+M
�kMk =

dM

dt
: (1.10)

�®£¤ 

d(Q=M)

dt
=
1

M

dQ

dt
� Q

M2

dM

dt
=
1

M

1X
k=1

Q

Q+M
�kMk� Q

M2

1X
k=1

M

Q+M
�kMk = 0;

�°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

�§ ½²®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ®²®¸¥¨¥ Q(t)
Q(t)+M(t)

¥ ¬¥¿-

¥²±¿ ¢® ¢°¥¬¥¨, Q(t)
Q(t)+M(t) �

Q0
Q0+M(0):

� ³° ¢¥¨¿µ (1.9) ¯®«®¦¨¬

'n='(Fn)=� + �(1 � Fn); 0 � � � '(Fn) � � + � � 1:

�® ¥±²¼ ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¨¤¥°¦¨¢ ²¼±¿ £¨¯®²¥§» �³¬¯¥²¥° , � ¨ � ¯®-
¯°¥¦¥¬³, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¨®¢ ¶¨® ¿ ¨ ¨¬¨² ¶¨® ¿ ª®±² -
²». � ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ²° § ª¶¨®»¥ ¨§¤¥°¦ª¨ ¢«¨¿¾²  
¯°®¶¥±± ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©. �¯° ¢¥¤«¨¢ ±«¥¤³¾¹¨©
°¥§³«¼² ².
�¥®°¥¬  3. �³±²¼ ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿ (a),(b) ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ F=fFng ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® °¥¸¥¨¿¬ § ¤ ·¨ (1.9),(1.7) ¯® ´®°-
¬³«¥ (1.5).�®£¤ 

1) ¥±«¨ Q
Q+M < �, ²®  ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ª®±² ²  d, ·²® ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¼ fFng, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¥° ¢¥±²¢³

sup
n
jFn(t)� F �

n(t; d; �
 
� � Q

Q+M

!
; ��)j ! 0; t!1; (1.11)
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£¤¥ F �
n - ´³ª¶¨¿ ¨§ ²¥®°¥¬» 1;

2) ¥±«¨ � � Q
Q+M , ²® lim

t!1

MN (t)
M(t)

= 1. �®«¥¥ ²®£®, Mk(t) � 0 ¯°¨

k > N .
�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ 3 ¢®§¬®¦»µ ±«³· ¿.

1. �³±²¼ Q
Q+M < �. �®£¤ 

dMk
dt =(1����(1�Fk))�kMk+(�� Q

Q+M + �(1�Fk�1))�k�1Mk�1=

= M
Q+M

��
1�(�� Q

Q+M )Q+MM ��Q +M
M (1 � Fk)

�
�kMk+

+
�
(�� Q

Q+M )Q +M
M + �Q +M

M (1� Fk�1)
�
�k�1Mk�1

�
:

�±«¨ ®¡®§ ·¨²¼ �0 = (�� Q
Q+M )Q +M

M , �0 = �Q +M
M ¨ ¨§¬¥¨²¼

¬ ±¸² ¡ ¢°¥¬¥¨ tnew=
M

Q+Mt, ²® ¯®«³·¨¬ ³° ¢¥¨¥ (1.6) c 'n =

�0+�0(1 � Fn); ¤«¿ ª®²®°®£® ±¯° ¢¥¤«¨¢  ²¥®°¥¬  2. �¥°¥µ®¤¿ ª ¨±-
µ®¤®¬³ ¢°¥¬¥®¬³ ¬ ±¸² ¡³, ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 1).

2. �³±²¼ Q
Q+M � �+�. � ½²®¬ ±«³· ¥ dMk

dt =
�
1� Q

Q+M

�
�kMk, ².¥. ±¨-

±²¥¬  (1.9) ° ±¯ « ±¼   ¥§ ¢¨±¨¬»¥ «¨¥©»¥ ³° ¢¥¨¿. �¥¸¥¨¥¬
² ª®© ±¨±²¥¬» ¿¢«¿¥²±¿  ¡®° ´³ª¶¨©

Mk(t) =Mk(0)e
(1� Q

Q+M )�kt; k = 1; : : : ; N ; Mk(t) � 0; k > N:

�®±ª®«¼ª³ �1 < �2 < : : : < �N , MN (t) ®¡« ¤ ¥² ¬ ª±¨¬ «¼»¬ ½ª±¯®-

¥¶¨ «¼»¬ °®±²®¬, ®²±¾¤  lim
t!1

MN (t)
M(t)

= 1:

3. �³±²¼ � + � > Q
Q+M � �:

� ½²®¬ ±«³· ¥, ³·¨²»¢ ¿, ·²® Fk(0) = 1; k � N;Mn(0) = 0; n > N ,
¨¬¥¥¬

dMn

dt
= 0; ¯°¨ n > N ;

dMN

dt
=

M

Q+M
�NMN+

 
�+�(1�FN�1)� Q

Q+M

!
+
�N�1MN�1 (1.12)

� ¬¥²¨¬, ·²®
d(MN=M)

dt
=

1

M

dMN

dt
� MN

M2

dM

dt
:
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�®£¤ , ³·¨²»¢ ¿ (1.10) ¨ (1.12), ¯®«³· ¥¬

d(MN=M)

dt
� M

Q+M
�N

MN

M
� MN

M

1

M

M

Q+M

NX
k=1

�kMk =

=
MN

M

1

Q+M

2
4 NX
k=1

(�N � �k)Mk

3
5 = MN

M

M

Q+M

2
4N�1X
k=1

(�N � �k)
Mk

M

3
5 :

�¡®§ ·¨¬ �=min(�N��kjk=1; : : :; N�1). � ¬¥²¨¬, ·²® �>0, ².ª. ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ f�ng10 ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹¥©. �°¥¤¯®«®¦¨¬,

·²® lim
t!1

MN(t)
M(t) 6= 1: �®£¤  MN (t)

M(t) < 1; t � 0 ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ MN (t)

¨ M(t): �²±¾¤ 

d(MN=M)

dt
� MN

M

M

M +Q
(1� MN

M
)� � c

MN

M
;

£¤¥ c = �
M(0)

M(0) +Q0
min
t�0

 
1 � MN (t)

M(t)

!
> 0: �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯® «¥¬¬¥

�°®³®« -�¥««¬  
MN (t)

M(t)
� MN (0)

M(0)
ect:

� ·¨²,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® ¬®¬¥²  ¢°¥¬¥¨, MN (t)
M(t)

> 1, ·¥£® ¥

¬®¦¥² ¡»²¼ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ M(t) ¨ MN (t). �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥

¤®ª §»¢ ¥², ·²® lim
t!1

MN(t)
M(t) = 1: �¥®°¥¬  3 ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .

�§ ²¥®°¥¬» 3 ±«¥¤³¥², ·²® ²° § ª¶¨®»¥ ¨§¤¥°¦ª¨ ³¬¥¼¸ ¾²
±ª®°®±²¼ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨©. � ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ® 

¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿ ª ¢¥«¨·¨¥ ��= ln
�
1+ �

��Q=(M+Q)

�
: �±«¨ ¤®«¿ ¯°¨¡»«¨

Q
M+Q , ¨§»¬ ¥¬ ¿ ³ ¯°¥¤¯°¨¿²¨© ®²° ±«¨ ¯°¥¢»¸ ¥² ¥ª®²®°®¥ ¯®-
°®£®¢®¥ § ·¥¨¥ - ° §¬¥° ¨®¢ ¶¨®®© ª®±² ²» �, ²®  ³·®-
²¥µ¨·¥±ª¨© ¯°®£°¥±±   ¬¨ª°®³°®¢¥ ®±²  ¢«¨¢ ¥²±¿.
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2. �®¤¨´¨ª ¶¨¿ ¬®¤¥«¨ �®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨ 

2.1 �¯¨± ¨¥ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ®© ¬®¤¥«¨

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾ ¬®¤¥«¨ �®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨ , ¢ ª®²®°®©
¨¬¨² ¶¨® ¿ ±®±² ¢«¿¾¹ ¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤ �(Fn+1 � Fn)(Fn�1 � Fn), ².¥.
¯°¥¤¯°¨¿²¨¿ ¬®£³² ¨¬¨²¨°®¢ ²¼ ¥ «¾¡³¾ ¡®«¥¥ ¯¥°¥¤®¢³¾ ²¥µ®«®-
£¨¾,   «¨¸¼ ²¥µ®«®£¨¨ ±®±¥¤¥£® ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ³°®¢¿ ½´´¥ª²¨¢®-
±²¨. �®£¤  ±¨±²¥¬ , ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ½¢®«¾¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¥¤¯°¨¿-
²¨© ¯® ½´´¥ª²¨¢®±²¨, ¯°¨¬¥² ¢¨¤

dFn

dt
= �(Fn�1 � Fn) + �(Fn+1 � Fn))(Fn�1 � Fn): (2.1)

� · «¼»¥ ¨ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ² ª¨¥ ¦¥, (1.2).
�°¨ � = 0 ¯®«³· ¥¬ «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³

dFn

dt
= ��(Fn(t)� Fn�1(t)); (2.2)

°¥¸¥¨¥ ª®²®°®© ¢»¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥

F1(t) = e��tF1(0)
F2(t) = e��t(�tF1(0) + F2(0))
: : : : : : : : : : : : : : :

Fk(t) = e��t
0
@ (�t)k�1
(k � 1)!

F1(0) + : : : + �tFk�1(0) + Fk(0)

1
A

: : : : : : : : : : : : : : :

¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¡¥£³¹³¾ ¢ ±²®°®³ °®±²  ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¢®«³.

2.2 �¥§³«¼² ²» ·¨±«¥»µ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢

�¨±«¥®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.1),(1.2) ¤«¿ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ®©
¬®¤¥«¨, ¯°¨ ° §«¨·»µ  · «¼»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿µ ¨ ° §»µ § ·¥¨-
¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ � ¨ � ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¯®-¯°¥¦¥¬³ ±ª®°®±²¼ ¯¥°¥µ®-
¤    ¡®«¥¥ ½´´¥ª²¨¢»¥ ²¥µ®«®£¨¨ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ §  ±·¥² ¯°®¶¥±-
±  ¨¬¨² ¶¨¨, ®¤ ª®, ½²  ±ª®°®±²¼ § ·¨²¥«¼® ¨¦¥, ·¥¬ ¢ ¬®¤¥«¨
�®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨ . �²®² ´ ª² ¨««¾±²°¨°³¾² ¢±¥ °¨±³ª¨, ¯°¨¢¥-
¤¥»¥ ¢ ¯°¨«®¦¥¨¨ ¢ ª®¶¥ ° ¡®²». �¨ ¯®ª §»¢ ¾², ·²® §  ®¤® ¨
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²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨±µ®¤®© ¬®¤¥«¨ ±¤¢¨£ ¥²±¿ ¢¤®«¼ ®±¨ n £®-
° §¤® ¡»±²°¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ®©¬®¤¥«¨. �¡º¿±¿¥²±¿
½²® ²¥¬, ·²® ±ª®°®±²¼ ¨¬¨² ¶¨¨ ²¥¯¥°¼ § ¢¨±¨² ®² ¤®«¨ ¯°¥¤¯°¨¿²¨©
²®«¼ª® (n+ 1)-®£® ³°®¢¿.

�°®¬¥ ²®£®,   ¡®«¼¸¨µ ¢°¥¬¥ µ ·¨±«¥»¥ °¥¸¥¨¿ ¬®¤¨´¨¶¨-
°®¢ ®© ¬®¤¥«¨ ¨¬¥¾² ª ·¥±²¢¥® ¨®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥, ·¥¬ °¥¸¥¨¿ ¨±-
µ®¤®© ¬®¤¥«¨. � ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¥ ±² ®¢¨²±¿ ¯®-
µ®¦¨¬   «®£¨±²¨·¥±ª®¥ (®±®¡¥® ®²·¥²«¨¢® ½²® ¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼
¯°¨ �� �). � ° ±·¥² µ ¬» ¡° «¨ � = 0:01; � = 5: �  °¨±³ª µ 1, 2, 3
¯°¨¢¥¤¥» ° ±·¥²» ¤«¿ ° §«¨·»µ  · «¼»µ ³±«®¢¨©. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥
¨¬¥¥² ¬®£®±²³¯¥· ²»© ¢¨¤, ¯°¨·¥¬ ·¨±«® ±²³¯¥¥ª ¨ ¨µ ¢»±®²» § -
¢¨±¿² ®²  · «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. � ¯«®²®±²¿µ, ².¥. ¢ ¯¥°¥¬¥»µ
(fn = Fn�Fn�1) (±¬. °¨±³ª¨ 4, 5, 6), ½²® ¥±ª®«¼ª® ¬ ª±¨¬³¬®¢ ° §®©
¢»±®²», ª®²®°»¥ ±¤¢¨£ ¾²±¿ ¢¤®«¼ ®±¨ n ¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£ 
¨ ¯®±²¥¯¥® ° §¬»¢ ¾²±¿, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ®¤®£® ¬ ª±¨¬³¬  ¢ ¬®¤¥«¨
�®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨ .

2.3 � «¨§ ¯®¢¥¤¥¨¿ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ®© ¬®¤¥«¨

�«¿ ®¡º¿±¥¨¿ ½²¨µ ° §«¨·¨© ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¿²¼ ª ª  ±¨¬¯²®²¨·¥-
±ª¨ ¢¥¤³² ±¥¡¿ °¥¸¥¨¿ ®¢®© § ¤ ·¨ �®¸¨ ¯°¨ � = 0; ².¥. ª®£¤ 
²¥µ®«®£¨¨ ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ²®«¼ª® §  ±·¥² ¨¬¨² ¶¨¨.

�® ± · «  ¯°®  «¨§¨°³¥¬, ª ª ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ¨±µ®¤ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯°¨
� = 0: �° ¢¥¨¥ (1.1) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

dFn

dt
= ��(1 � Fn)(Fn(t)� Fn�1);

¨, ³·¨²»¢ ¿  · «¼»¥ ³±«®¢¨¿ (1.2), ¯®«³· ¥¬ ª®¥·³¾ ±¨±²¥¬³ N-
®£® ¯®°¿¤ª 

dF1
dt = ��(1 � F1)F1

dFn
dt = ��(1 � Fn)(Fn(t)� Fn�1); n = 2; : : : ; N:

(2.3)

�±¥ ®±² «¼»¥ ¯¥°¥¬¥»¥,  ·¨ ¿ ± FN+1, ²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢» ¥¤¨-
¨¶¥. �²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨

(0; : : : ; 0); (0; : : : ; 0; 1); (0; : : : ; 0; 1; 1); : : : ; (1; : : : ; 1):
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�¤ ª® ³±²®©·¨¢®© ¿¢«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ²®·ª  (0; : : : ; 0): �¥©±²¢¨²¥«¼®,
«¨¥ °¨§³¥¬ ±¨±²¥¬³ (2.3) ¢ ½²®© ²®·ª¥

dF1
dt = ��F1(t)

dFn
dt = ��(Fn(t)� Fn�1(t)); n = 2; : : : ; N:

�®«³·¨«¨ «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ (2.2), °¥¸¥¨¥ ª®²®°®© ¢»¯¨± ® ¢»¸¥,
¨ ¨§ ¥£® ±«¥¤³¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª ¿ ³±²®©·¨¢®±²¼ «¨¥ °¨§®¢ ®© ±¨-
±²¥¬» ¢ ²®·ª¥ (0; : : : ; 0). �® ²¥®°¥¬¥ ® «¨¥ °¨§ ¶¨¨ ½²  ²®·ª  ¿¢«¿-
¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ³±²®©·¨¢®© ¨ ¤«¿ ±¨±²¥¬» (2.3).

�±¥ ®±² «¼»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨. �¥©-
±²¢¨²¥«¼®, °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ (2.1) ¢ «¾¡®© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ®¡° -
§³¾² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥3, ¯®½²®¬³ ¢±¥ ¯° ¢»¥ · ±²¨ ±¨±²¥¬» (2.3) ¥¯®-
«®¦¨²¥«¼». �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¥ Fn(t) ¥ ¢®§° ±² ¾², ¯®½²®¬³ ¨ ®¤-
® ¨§ ¨µ ¥ ¬®¦¥² ±²°¥¬¨²¼±¿ ª ¥¤¨¨¶¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¬®¤¥«¨
�®«²¥°®¢¨· -�¥ª¨  ¯°®¶¥±± ¨¬¨² ¶¨¨ ±µ®¤¨²±¿ ª ¥¤¨¨·®© "±²³-
¯¥¼ª¥".

�®«®¦¨¬ � = 0 ¢ ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ®¬ ³° ¢¥¨¨ (2.1). �®¢  ± ³·¥-
²®¬  · «¼»µ ³±«®¢¨© (1.2) ¨¬¥¥¬ ±¨±²¥¬³ N-®£® ¯®°¿¤ª . � ¬¥ 
¯¥°¥¬¥»µ � = �t, cn(t) = FN+1�n(t)�FN�n(t) ¯°¨¢®¤¨² ª ±«¥¤³¾¹¥©
±¨±²¥¬¥ ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©

_c1 = c1±2
_cn = cn(cn+1 � cn�1); n = 2; : : : ; N � 1;
_cN = �cNcN�1

cn(0) = n > 0; n = 1; : : : ; N;

(2.4)

ª®²®°³¾ ¯°¨¿²®  §»¢ ²¼ ª®¥·®© ¶¥¯®·ª®© �¥£¬¾° . �¥¯®·ª 
�¥£¬¾°  ¯¥°¢® · «¼® ¢®§¨ª«  ¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ¿¢«¥¨© ¢ ´¨§¨ª¥
¯« §¬». � [3] ¯®ª § ®, ·²® ®  ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±ª°¥²»¬   «®£®¬ ³° ¢-
¥¨¿ �¤�. � [9] ¶¥¯®·ª  �¥£¬¾°   §»¢ ¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ �®«¼²¥°° ,
¯°¨ ½²®¬ ®  ¨²¥°¯°¥²¨°³¥²±¿ ª ª ¨¥° °µ¨·¥±ª ¿ ½ª®±¨±²¥¬  µ¨¹-
¨ª®¢ - ¦¥°²¢.

3�²®² ´ ª² ¤®ª §  ¢ [7] ¤«¿ ¢±¥µ � > 0; ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢¥°® ¨ ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ±«³· ¥ ¯°¨
� = 0:

17



�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �±¥ ´ §®¢»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.4) «¥-
¦ ² ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼®¬ ®°² ²¥ ´ §®¢®© ¯«®±ª®±²¨, ².¥. cn(t) > 0;
n = 1; : : : ; N; t � 0:
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥. �³±²¼ n0 - ®¬¥° ¯¥°¥¬¥-
®©, ª®²®° ¿ ¯¥°¢®© ¤®±²¨£«  ³«¥¢®£® § ·¥¨¿. �¡®§ ·¨¬ ¬®¬¥²
¢°¥¬¥¨, ª®£¤  ½²® ¯°®¨§®¸«®, ·¥°¥§ t0. � ±¨«³ ±¨±²¥¬» ¨¬¥¥¬

NX
k=1

ck(t) � const > 0;

ln(cn0(t)) =
tR
0
(cn0+1(� ) � cn0�1(� ))d� . � ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t0 ¢ ¯®±«¥¤¥¬

° ¢¥±²¢¥ ±«¥¢  ±²®¨² �1,   ±¯° ¢  ª®¥· ¿ ¢¥«¨·¨ . �®«³·¥®¥
¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¤®ª §»¢ ¥² ¯°¥¤«®¦¥¨¥.
�°¥¤«®¦¥¨¥ 3. �±¥ ³±²®©·¨¢»¥ ¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ±¨±²¥¬»

(2.4) ¨¬¥¾² ¢¨¤:

(y1; 0; y2; 0; : : : ; yk; 0); ¥±«¨ N=2k;
(y1; 0; y2; 0; : : : ; 0; yk+1); ¥±«¨ N=2k + 1;

£¤¥ y1 � y2 � : : : � yk(� yk+1) � 0.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ½²®© ±¨±²¥¬» ¨¬¥¾² ¢¨¤

(0; x1; 0; x2; : : : ; 0; xk)
(y1; 0; y2; 0; : : : ; yk; 0)

9=
; ¥±«¨ N=2k;

(0; x1; 0; x2; : : : ; xk; 0)
(y1; 0; y2; 0; : : : ; 0; yk+1)

9=
; ¥±«¨ N=2k+1:

�®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶» «¨¥ °¨§®¢ ®© ±¨±²¥¬» ¢ ²®·ª µ ¢¨¤ 
(0; x1; 0; x2; : : : ; 0; xk); (0; x1; 0; x2; : : : ; xk; 0) ° ¢» ±®®²¢¥²±²¢¥® fx1; 0;
x2�x1; 0; x3�x2; 0; : : :; 0; xk�xk�1; 0g;fx1; 0; x2�x1; : : : ;xk�1�xk�2; 0;�xkg,
  ¢ ²®·ª µ ¢¨¤  (y1; 0; y2; 0; : : : ; yk; 0) ¨ (y1; 0; y2; 0; : : : ; 0; yk+1) ±®®²¢¥²-
±²¢¥® f0; y2�y1; 0; : : : ; yk�1 � yk�2; 0;�ykg ¨ f0; y2 � y1; 0; : : : ; 0; yk+1 �
yk; 0g:

�® ²¥®°¥¬¥ ® «¨¥ °¨§ ¶¨¨ ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ³±«®¢¨¥¬ ³±²®©·¨¢®±²¨
¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ¿¢«¿¥²±¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¼ ¢¥¹¥±²¢¥»µ · -
±²¥© ¢±¥µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¬ ²°¨¶ «¨¥ °¨§®¢ ®© ±¨±²¥¬» ¢
½²¨µ ²®·ª µ. �  ¸¥¬ ±«³· ¥ ½²® ®§ · ¥², ·²® 0 � x1 � x2 � : : : � xk,
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y1 � y2 � : : : � yk(� yk+1) � 0. �§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ±«¥¤³¥²,
·²® ¯¥°¢ ¿ ¶¥¯®·ª  ¥° ¢¥±²¢ ¢»¯®«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ¢ ¥¤¨±²¢¥®¬
±«³· ¥, ª®£¤  x1 � x2 � : : : � xk � 0, ª®²®°»© ¿¢«¿¥²±¿ · ±²»¬
±«³· ¥¬ ¤«¿ ¢²®°®© ¶¥¯®·ª¨ ¥° ¢¥±²¢. �°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

�§ ¢¨¤  ¥¯®¤¢¨¦»µ ²®·¥ª ±«¥¤³¥², ·²® ±°¥¤¨ ¨µ ¥² ¨ ®¤®©
¨§®«¨°®¢ ®©, ¯®½²®¬³  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®© ³±²®©·¨¢®±²¨ ¥ ¡³¤¥².

�®·®¥ °¥¸¥¨¥ ª®¥·®© ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾°  ¨§¢¥±²®, ¢ [5] ½²  ±¨-
±²¥¬  ¯°®¨²¥£°¨°®¢   ¬¥²®¤®¬ L-A ¯ °» (¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ � ª± ) ±
¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ²¥®°¨¨ ° ¶¨® «¼»µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨© � ¤¥, ®°²®£®-
 «¼»µ ¬®£®·«¥®¢ ¨ ¥¯°¥°»¢»µ ¶¥¯»µ ¤°®¡¥©.
�¥®°¥¬  4 (J.Moser [12], �.�.�¨ª¨¸¨, �.�.�®°®ª¨ [5]).

�±«¨ cn(t) - °¥¸¥¨¥ ª®¥·®© ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾°  (2.4),²® ±¯° ¢¥¤«¨¢»
±®®²®¸¥¨¿

1

z � c1(t)

z � c2(t)

z�
. . .

�cN (t)z

=

NP
n=0

mne
�2nt

z � �n
NP
n=0

mne�
2
nt
: (2.5)

�¤¥±¼ ¥ § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¢°¥¬¥¨4 �n; mn(m0+m1+ : : :+mN = 1) ®¯°¥¤¥-
«¿¾²±¿  · «¼»¬¨ ¤ »¬¨ cn(0), ¥±«¨ ° §«®¦¨²¼ ¯°¨ ½²¨µ § ·¥¨-
¿µ ¶¥¯³¾ ¤°®¡¼   ±³¬¬³ ¯°®±²»µ ¤°®¡¥©. � ²¥¬, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ °¥-
¸¥¨¥ ¯°¨ «¾¡®¬ t, ³¦® ¯®¤±² ¢¨²¼ ½²® § ·¥¨¥ ¢°¥¬¥¨ ¢ ¯° ¢³¾
· ±²¼ (2.5) ¨ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±³¬¬³ ¯°®±²»µ ¤°®¡¥© ¢ ¢¨¤¥ ¶¥¯®© ¤°®¡¨,
  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¬¥±² µ ¡³¤³²  µ®¤¨²¼±¿ °¥¸¥¨¿ cn(t). �®µ®¦ ¿
¯°®¶¥¤³°  ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¨ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¨ ¥«¨¥©»µ ³° ¢¥¨©
¢ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ ¬¥²®¤®¬ ®¡° ²®© § ¤ ·¨ ° ±±¥¿¨¿. �¤¥±¼
  «®£®¬ ¤ »µ ° ±±¥¿¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ f�n; ~mn(t)jn = 0; 1; : : : ; Ng, £¤¥

~mn(t) =
mne�

2
nt

NP
k=0

mke�
2
kt
:

4�®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® �n; n = 0; : : : ; N ¥ § ¢¨±¿² ®² ¢°¥¬¥¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±² ¤ °²»¬ ¤«¿
¬¥²®¤  L-A ¯ °», ±¬. [5, ±²°. 106-107].
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3. �±±«¥¤®¢ ¨¥  ²²° ª²®°  ª®¥·®© ¶¥¯®·ª¨

�¥£¬¾° 

� ± ¨²¥°¥±³¾²  ²²° ª²®°» ±¨±²¥¬» (2.4). � ¬¥²¨¬, ·²® ¶¥¯®·ª 
�¥£¬¾°  ¿¢«¿¥²±¿ ¥«¨¥©®© ±¨±²¥¬®© ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥¶¨-
 «¼»µ ³° ¢¥¨© ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª  ± ª¢ ¤° ²¨·®© ¥«¨¥©®±²¼¾.
�²²° ª²®°» ² ª¨µ ±¨±²¥¬ ¬®£³² ¡»²¼ ³±²°®¥» ®·¥¼ ±«®¦® - ¬®-
£³² ¢®§¨ª ²¼ ¯°¥¤¥«¼»¥ ¶¨ª«», ±²° »¥  ²²° ª²®°» - ¨  ©²¨ ¨µ
³¤ ¥²±¿ «¨¸¼ ¢ °¥¤ª¨µ ±«³· ¿µ.

� ª ¯° ¢¨«®, ¨±±«¥¤®¢ ¨¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ °¥¸¥¨©
¥«¨¥©»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®²-
¤¥«¼³¾, · ±²® ¢¥±¼¬  ¥²°¨¢¨ «¼³¾, § ¤ ·³. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¤®-
ª § ²¼ ®±®¢®© °¥§³«¼² ² ®¡  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬ ¯®¢¥¤¥¨¿ ¶¥¯®·ª¨
�¥£¬¾° ,  ¬ ¯®²°¥¡®¢ «¨±¼ ¥ª®²®°»¥ ¯®¿²¨¿ ²¥®°¨¨ ®°²®£® «¼-
»µ ¬®£®·«¥®¢, ¯°®¡«¥¬» ¬®¬¥²®¢, ¥¯°¥°»¢»µ ¶¥¯»µ ¤°®¡¥© ¨
±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¨¬¨.

3.1 �¥ª®²®°»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ¨§ ²¥®°¨¨ ° ¶¨® «¼»µ  ¯¯°®ª±¨-
¬ ¶¨©

� ±±¬®²°¨¬ ª®¥·³¾ ¥®²°¨¶ ²¥«¼³¾ ¡®°¥«¥¢±ª³¾ ¬¥°³ �(dx), ±³¬-
¬¨°³¥¬³¾   ¢±¥© ¤¥©±²¢¨²¥«¼®© ®±¨.

� ¦¤®© ¬¥°¥ �(dx) ±®¯®±² ¢¨¬ ¬ °ª®¢±ª³¾ ´³ª¶¨¾

�̂(z) =
+1Z
�1

�(dx)

z � x
:

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ S� ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª °®±²  ¬¥°» � ¨ ¯®«®¦¨¬ �(1)=0.
�®£¤  ¬ °ª®¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ² ª®© ¬¥°» ®¯°¥¤¥«¥  ¨   «¨²¨·  ¢
®¡« ±²¨ �CnS�. � §«®¦¨¬ ¬ °ª®¢±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ °¿¤ �®°   ¢ ¡¥±ª®-
¥·® ³¤ «¥®© ²®·ª¥

�̂(z) =
1X
n=0

sn
zn+1

;

£¤¥ sn =
+1R
�1

xn�(dx)� ±²¥¯¥»¥ ¬®¬¥²» ¬¥°» �(dx):

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ t � 0 ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ´®°¬³-
«» (2.5) ¤«¿ ²®·®£® °¥¸¥¨¿ ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾°  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©
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¬ °ª®¢±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¥¤¨¨·®© ¤¨±ª°¥²®© ¬¥°» ± ª®¥·»¬ ·¨±«®¬
²®·¥ª °®±²  N+1

�(dx) =
NX
k=0

~mk�(x� �k); (3.1)

£¤¥
NP
k=0

~mk = 1; ~m0 > 0; : : : ; ~mN > 05. �®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¢ ½²®¬

° §¤¥«¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ¥¤¨¨·»¥ ¬¥°», �(R) = 1; ².¥.

s0 =
+1R
�1

�(dx) = 1: �²¤¥«¼® ¡³¤¥¬ ®£®¢ °¨¢ ²¼ ±«³· © ¤¨±ª°¥²»µ
¬¥° ± ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ ²®·¥ª °®±² .

�® ¬¥°¥ � ¬®¦® ¨§ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬®© ±¨±²¥¬» 1; z; z2; : : : ¯°®¶¥±-
±®¬ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ �¨«¼¡¥°² -�¬¨¤²  ¯®±²°®¨²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
®±²¼ ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ®²®±¨²¥«¼® ¬¥°» � ¬®£®·«¥®¢ fQn(z)g
² ª¨µ, ·²®

+1Z
�1

Qn(x)Qm(x)�(dx) = �nm (3.2)

¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ±² °¸¥© ±²¥¯¥¨ ¬®£®·«¥®¢ Qn ¯®«®¦¨²¥«¥. � -
ª ¿ ±¨±²¥¬  ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¬®£®·«¥®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¤®§ ·-
®. � ±«³· ¥ ¬¥°» ± ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ ²®·¥ª °®±²  J ¬» ¨¬¥¥¬ ª®¥·-
®¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¯®«¨®¬®¢ ± J-¬¥°»¬ ¡ §¨±®¬ 1; z; : : : ; zJ�1:
�®£¤  ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯°®¶¥±±  ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ �° ¬¬ -�¬¨¤²  ¬» ¯®-
«³·¨¬ °®¢® J ®°²®®°¬¨°®¢ »µ ¬®£®·«¥®¢, ¢±¥ ®±² «¼»¥ ¡³¤³²
±®¢¯ ¤ ²¼ ± ¨µ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ¯® ¬¥°¥ �: �®-
½²®¬³, ¥±«¨ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¿µ 4, 5, 6 ·¨±«® ²®·¥ª °®±²  ¬¥°» �(�) ª®¥·-
® ¨ ° ¢® J , ²® ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ¬®£®·«¥» ±²¥¯¥¨ ¥
¢»¸¥ J � 1 ¨ ±·¨² ²¼, ·²® ±²¥¯¥¼ n ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¬®£®·«¥®¢
¬¥¿¥²±¿ ®² 0 ¤® J � 1:

�®°¬³«¨°®¢ª¨ ¨ ±µ¥¬» ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ¯°¥¤«®¦¥¨© 4, 5, 6 ±«¥¤³¾²
³²¢¥°¦¤¥¨¿¬ 5.2, 5.1, 5.3 ¨§ [5], ±®®²¢¥²±²¢¥®. �®½²®¬³ ¤«¿ ª ¦¤®£®
¨§ ³ª § »µ ¯°¥¤«®¦¥¨© ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ²®·³¾ ±±»«ª³   ¨±²®·¨ª.
�²«¨·¨¥, ®¤ ª®, § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¬» ¤®¯®«¨²¥«¼® ³·¨²»¢ -
¥¬ ±«³· © ¬¥° ± ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ ²®·¥ª °®±² , ª®²®°»© ¨¬¥¥² ±¢®¨
®±®¡¥®±²¨ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¬¥° ¬¨ ± ¡¥±ª®¥·»¬ ±¯¥ª²°®¬, ° ±±¬®-

5�¤¥±¼ ~mk = ~mk(t) =
mke

�2kt

NX
j=0

mje
�2j t

;   t ¬®¦® ²° ª²®¢ ²¼ ª ª ¯ ° ¬¥²°.
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²°¥»¬¨ ¢ [5]. �°®¬¥ ²®£®, ¬» ¿¢® ¥ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¯®¿²¨¥ ¨ ±¢®©±²¢ 
¯®§¨²¨¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨.
�°¥¤«®¦¥¨¥ 4. ([5], ±²°. 64) �®½´´¨¶¨¥²» ®°²®®°¬¨°®¢ -

»µ ¬®£®·«¥®¢ ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ·¥°¥§ ±²¥¯¥»¥ ¬®¬¥²» ¬¥°»
�. �¯° ¢¥¤«¨¢» ±®®²®¸¥¨¿

Qn(z) =
1q

Hn+1Hn

������������

s0 : : : sn
: : : : : : : : : : :
sn�1 : : : s2n�1
1 : : : zn

������������
: (3.3)

�¤¥±¼ H0 = 1;

Hn =

������������

s0 s1 : : : sn�1
s1 s2 : : : sn
: : : : : : : : : : : :
sn�1 sn : : : s2n�2

������������
; n = 1; 2; : : : ;�®¯°¥¤¥«¨²¥«¨ � ª¥«¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¬¥°  � ¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«®
²®·¥ª °®±² , ²® Hn>0; n = 1; 2; : : : . �±«¨ ¦¥ ·¨±«® ²®·¥ª °®±²  ¬¥°» �
ª®¥·® ¨ ° ¢® J , ²® Hn>0; n = 1; : : : ; J; ¨ Hn = 0 ¤«¿ ¢±¥µ ®±² «¼»µ

n: �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢®§¼¬¥¬ «¾¡®© ¬®£®·«¥ (n�1)-®© ±²¥¯¥¨ n�1P
i=0

aixi

¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¥®²°¨¶ ²¥«¼³¾ ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³

0 �
+1Z
�1

0
@n�1X
i=0

aix
i

1
A2 �(dx) =

+1Z
�1

n�1X
i;j=0

aiajx
i+j�(dx) =

n�1X
i;j=0

aiajsi+j :

�±«¨ ¬¥°  � ¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ²®·¥ª °®±² , ²® ½²  ª¢ ¤° ²¨·-
 ¿ ´®°¬  ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®£® ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©, ¨, ±«¥¤®¢ -
²¥«¼®, ¯® ª°¨²¥°¨¾ �¨«¼¢¥±²°  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» ½²®© ´®°¬»
- ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ½²® n-»© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ � ª¥«¿ - ²®¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®-
«®¦¨²¥«¼»¬. �±«¨ ¦¥ ·¨±«® ²®·¥ª °®±²  ¬¥°» � ª®¥·® ¨ ° ¢®
J , ²® ¤«¿ ¢±¥µ n > J ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¿¢«¿¥²±¿ ¢»°®¦¤¥®© ¯®
¬¥°¥ �, ².¥.  ©¤¥²±¿ ² ª®© ¬®£®·«¥ n-®© ±²¥¯¥¨,   ª®²®°®¬ ½² 
ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ®«¼. �®½²®¬³ ¯® ª°¨²¥°¨¾ �¨«¼-
¢¥±²°  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨ � ª¥«¿ ¯®°¿¤ª  ¥ ¢»¸¥ J ¯®«®¦¨²¥«¼»,   ¢±¥
¯®±«¥¤³¾¹¨¥ ° ¢» ³«¾.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Q�
n(z) ¯° ¢³¾ · ±²¼ (3.3). �»·¨±«¿¿

+1R
�1

Q�
n(x)x

k�(dx)

¤«¿ k<n; ¯®«³·¨¬ ° ¢»© ³«¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ (± ¤¢³¬¿ ®¤¨ ª®¢»¬¨
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±²°®ª ¬¨). �² °¸¨© ª®½´´¨¶¨¥² ¬®£®·«¥  Q�
n =

q
Hn=Hn+1 > 0;

².¥. degQ�
n = n: �,  ª®¥¶,

+1Z
�1

Q�
n(x)

2�(dx) =
Hn

Hn+1Hn

+1Z
�1

������������

s0 : : : sn
: : : : : : : : : : :
sn�1 : : : s2n�1
xn : : : x2n

������������
�(dx) = 1:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®£®·«¥» Q�
n ®°²®®°¬¨°®¢ », ¯®½²®¬³ ¨§ ¨µ

¥¤¨±²¢¥®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® Qn = Q�
n:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 5. ([5], ±²°. 63) �±¥ ³«¨ ¬®£®·«¥®¢, ®°²®®°¬¨-
°®¢ »µ ®²®±¨²¥«¼® ¬¥°» �, ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ¨ ¯°®±²»¥.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ x1; : : : ; xk - ¢±¥ ° §«¨·»¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ³-
«¨ ¥·¥²®© ª° ²®±²¨ ¬®£®·«¥  Qn: �®£¤  0 � k � n ¨

T (x) = Qn(x)(x� x1) : : : (x� xk) � 0; x 2 R:
� «¥¥, T (x) 6� 0,   ·¨±«® ° §«¨·»µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ³«¥© ¬®£®·«¥ 
T (x) ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ·¨±«® ²®·¥ª °®±²  ¬¥°» �(�). �®½²®¬³

+1Z
�1

T (x)�(dx) > 0:

� ¤°³£®© ±²®°®», ¥±«¨ k < n; ²® ¨§ ´®°¬³«» (3.3) ¯®«³· ¥¬, ·²®

+1Z
�1

T (x)�(dx) = 0:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¬®£®·«¥ Qn ¨¬¥¥² °®¢® n ° §-
«¨·»µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ª®°¥©.
� ±±¬®²°¨¬ ¬®£®·«¥» ¢²®°®£® °®¤  ¤«¿ Qn (®²®±¨²¥«¼® ¬¥°» �)

Pn(z) =
+1Z
�1

Qn(z)� Qn(x)

z � x
�(dx); degPn(z) = n � 1: (3.4)

�°¥¤«®¦¥¨¥ 6. ([5], ±²°. 64-65) �°²®®°¬¨°®¢ »¥ ¬®£®·«¥-
» Qn ¨ ¬®£®·«¥» ¢²®°®£® °®¤  Pn ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² °¥ª³°°¥²»¬
´®°¬³« ¬

zPn(z) = hnPn+1(z) + vnPn(z) + hn�1Pn�1(z);
P�1 = 1; P0 = 0;

(3.5)
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zQn(z) = hnQn+1(z) + vnQn(z) + hn�1Qn�1(z);
Q�1 = 0; Q0 = 1:

(3.6)

�¤¥±¼

hn =

q
HnHn+2

Hn+1
> 0; h�1 = �1; vn =

+1Z
�1

xQ2
n(x)�(dx):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®«®¦¨¬ Q�1 = 0. �® ´®°¬³«¥ (3.3) Q0 = 1: � §«®-
¦¨¬ ¬®£®·«¥ zQn(z) ¯® ¡ §¨±³ Q0; : : : ; Qn+1 :

zQn(z) = h(n)n+1Qn+1(z) + vnQn(z) + h(n)n�1Qn�1(z) +
nX

k=2
dkQn�k(z):

� ©¤¥¬ ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿

dk =
+1Z
�1

xQn(x)Qn�k(x)�(dx) = 0; k = 2; : : : ; n;

² ª ª ª deg zQn�k(z) � n � 1:

h(n)n+1 =
+1Z
�1

xQn(x)Qn+1(x)�(dx) =

q
HnHn+2

Hn+1
= hn;

h(n)n�1 =
+1Z
�1

xQn(x)Qn�1(x)�(dx) =

q
Hn�1Hn+1

Hn
= hn�1:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±®®²®¸¥¨¿ (3.6) ¤®ª § ».
�§ ´®°¬³« (3.3), (3.4) ±«¥¤³¥², ·²® P0 = 0; Q1(z) = (z � s1)=

p
H2;

².ª. H1 = s0 = 1: �®£¤ 

P1(z) =
1p
H2

+1Z
�1

�(dx) =
1p
H2

=
1

h0
:

�®«®¦¨¬ P�1 = 1, h�1 = �1, ²®£¤  ±®®²®¸¥¨¥ (3.5) ¢¥°® ¯°¨ n = 0:
� «¥¥, ±®£« ±® (3.4) ¨ ¤®ª § ®¬³ (3.6) ¨¬¥¥¬

hnPn+1(z) + vnPn(z) + hn�1Pn�1(z) =
+1Z
�1

zQn(z)� xQn(x)

z � x
�(dx) =

=
+1Z
�1

(zQn(z)� zQn(x)) + (zQn(x)� xQn(x))

z � x
�(dx) =
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z
+1Z
�1

Qn(z)�Qn(x)

z � x
�(dx) +

+1Z
�1

Qn(x)�(dx) = zPn(z):

�°¥µ¤¨ £® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶ 

A =

0
BBBBBB@

v0 h0
h0 v1 h1 O

h1 v2 h2
O : : : : : : :

1
CCCCCCA (3.7)

± ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬¨ vn ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ hn  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥©
�ª®¡¨.

� ª ±¢¿§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¬ °ª®¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¬¥°» � ¨ ¯®±²°®¥-
»¥ ¯® ½²®© ¬¥°¥ ®°²®£® «¼»¥ ¬®£®·«¥» Qn ¨ ¬®£®·«¥» ¢²®°®-
£® °®¤  Pn? �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿

Qn(z)�̂(z)� Pn(z) = O
 

1

zn+1

!
(3.8)

� °» ¬®£®·«¥®¢ (Pn; Qn); Qn 6= 0; degQn � n; degPn � n� 1; ³¤®¢«¥-
²¢®°¿¾¹¨¥ (3.8),  §»¢ ¾²±¿ n-»¬¨ ¯ ° ¬¨ � ¤¥ ´³ª¶¨¨ �̂(z) (°¿¤ 
�®°   ´³ª¶¨¨ �̂(z) ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¡¥±ª®¥·® ³¤ «¥®© ²®·ª¨). � -
°» � ¤¥ °¥¸ ¾² § ¤ ·³ ®¡  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨   «¨²¨·¥±ª®© ¢ ®ª°¥±²-
®±²¨ ¡¥±ª®¥·® ³¤ «¥®© ²®·ª¨ ´³ª¶¨¨ f(z) ° ¶¨® «¼®© ´³ª-

¶¨¥© �n(z) =
Pn(z)
Qn(z)

±²¥¯¥¨6 n; n 2 Z+: � ª³¾ ´³ª¶¨¾  §»¢ ¾² n-

®© ¤¨ £® «¼®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¥© � ¤¥ ´³ª¶¨¨ f(z). �¢¥¤¥¨¥ ² ª®©
´³ª¶¨¨ ª®°°¥ª²®, ².ª. ¤«¿ «¾¡®© ¯ °» � ¤¥ ®²®¸¥¨¿ Pn=Qn ®¯°¥-
¤¥«¿¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ° ¶¨® «¼³¾ ´³ª¶¨¾. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼
(P 0

n; Q
0
n); (P

00
n ; Q

00
n) - n-»¥ ¯ °» � ¤¥. �®£¤ 

Q0
n(z)f(z)� P 0

n(z) = O
 

1

zn+1

!
;

Q00
n(z)f(z)� P 00

n (z) = O
 

1

zn+1

!
;

®²ª³¤  Q0
nP

00
n � Q00

nP
0
n = O

�
1
z

�
. � «¥¢®© · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ±²®¨²

¬®£®·«¥, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, Q0
nP

00
n �Q00

nP
0
n = 0, ².¥. P 0

n=Q
0
n = P 00

n=Q
00
n.

6� ¶¨® «¼³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ �(z) =
P (z)
Q(z)

, £¤¥ P;Q - ¢§ ¨¬® ¯°®-

±²»¥ ¬®£®·«¥», Q 6= 0. �®£¤  ±²¥¯¥¼ ° ¶¨® «¼®© ´³ª¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª deg �(z) =
maxfdegP; degQg:
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�¡¥¤¨¬±¿, ·²® ¯°¨  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¬ °ª®¢±ª®© ´³ª¶¨¨ ¬¥°» � n-
»¥ ¯ °» � ¤¥ ¡³¤³² ±®±²®¿²¼ ¨§ ¬®£®·«¥®¢ ¢²®°®£® °®¤  Pn(z) ¨
®°²®£® «¼»µ ¬®£®·«¥®¢ Qn(z): �«¿ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¨¬ ª®½´´¨¶¨¥-
²» ¬®£®·«¥ 

Qn(z) = a0 + a1z1 + : : : + anz
n

¨§ ³° ¢¥¨¿ (3.8). �¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±«¥¤³¾¹¥© «¨¥©®© ±¨±²¥¬¥
³° ¢¥¨©: 8>>>>>><

>>>>>>:

a0s0 + : : :+ an�1sn�1 +ansn = 0
a0s1 + : : :+ an�1sn +ansn+1 = 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
a0sn�1 + : : :+ an�1s2n�2 +ans2n�1 = 0;

£¤¥ sn; n = 0; 1; 2; : : : ; - ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿ ¬ °ª®¢±ª®© ´³ª-
¶¨¨ �̂(z) ¢ °¿¤ �®°   ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¡¥±ª®¥·® ³¤ «¥®© ²®·ª¨ (®¨
¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ ±²¥¯¥»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨ ¬¥°» �). �²³ ±¨±²¥¬³ ¬®¦® ¯¥-
°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

nX
j=0

si+jaj =
+1Z
�1

Qn(x)x
i�(dx) = 0; i = 0; : : : ; n � 1:

�«¥¤®¢ ²¥«¼® § ¬¥ ²¥«¼ n-®© ¯ °» � ¤¥ Qn(z) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±®-
®²®¸¥¨¿¬ ®°²®£® «¼®±²¨ (3.2) ± ¯°®¨§¢®«¼®© ®°¬¨°®¢ª®©, ².¥.
¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ®²®±¨²¥«¼® ¬¥°» �.

�°®¢¥°¨¬, ·²® ·¨±«¨²¥«¼ n-®© ¯ °» � ¤¥ Pn(z) ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®·«¥-
®¬ ¢²®°®£® °®¤  ¤«¿ Qn(z). �¬¥¥¬

Pn(z) =
+1R
�1

nP
i=0

aizi�
nP
i=0

aixi

z�x �(dx) =
nP
i=0

ai
+1R
�1

zi � xi
z � x �(dx) =

=
nP
i=0

ai
+1R
�1

i�1P
j=0

(zjxi�1�j)�(dx)=
nP
i=0

ai
i�1P
j=0

zjsi�1�j=

=
n�1P
j=0

zj
 

nP
i=j+1

aisi�1�j

!
=

n�1P
j=0

bjzj:

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® Pn(z) = Qn(z)�̂(z) +O(1z). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢»¯¨-
¸¥¬ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ¢±¥µ ±²¥¯¥¿µ ² ª®£® ¬®£®·«¥ :

z0 : a1s0 + a2s1 + : : : + ansn�1 = b0;
z1 : a2s0 + a3s1 + : : : + ansn�2 = b1;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
zn�1 : ans0 = bn�1:
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«¨®¬¨ «¼®© · ±²¼¾ °¿¤  Qn(z)�̂(z) ¿¢«¿¥²±¿ ¬®-
£®·«¥ ¢²®°®£® °®¤  Pn(z).

�±«¨ ¬¥°  � ¨¬¥¥² ª®¥·®¥ ·¨±«® ²®·¥ª °®±²  J , ²® ¥¥ ¬ °ª®¢±ª ¿
´³ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ° ¶¨® «¼®© ¨ ²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢  J-®© ¤¨ £®-
 «¼®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ � ¤¥ �J(z). � ª ¡»«® § ¬¥·¥® ¢  · «¥ ½²®£®
° §¤¥« , ¢ ´®°¬³«¥ (2.5) ¤«¿ ²®·®£® °¥¸¥¨¿ ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾°  ¯° -
¢ ¿ · ±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¬ °ª®¢±ª®© ´³ª¶¨¥© ¬¥°» (3.1) ± ·¨±«®¬ ²®·¥ª
°®±²  N + 1. �®½²®¬³ ±¯° ¢  ¢ ½²®© ´®°¬³«¥ ±²®¨² (N + 1)- ¿ ¤¨ £®-
 «¼ ¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ � ¤¥:

�̂(z) = �N+1(z) =
PN+1(z)

QN+1(z)
;

£¤¥ § ¬¥ ²¥«¼ � ¤¥ QN+1 - ®°²®£® «¼»© ¬®£®·«¥ ®²®±¨²¥«¼®
¬¥°» (3.1), ·¨±«¨²¥«¼ � ¤¥ PN+1 - ¬®£®·«¥ ¢²®°®£® °®¤  ¤«¿ QN+1.
�±¥ ³«¨ § ¬¥ ²¥«¿ � ¤¥QN+1 ¯°®±²»¥ (±¬. ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ??). �«¥¤®-
¢ ²¥«¼®, ° ¶¨® «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ �N+1 = PN+1=QN+1 ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¥¥
° §«®¦¥¨¥   ¯°®±²¥©¸¨¥ ¤°®¡¨

�N+1(z) =
NX
k=0

mk

z � �k
:

�³±²¼ �k; k = 0 : : : ; N; - ³«¨ ¬®£®·«¥  QN+1(z), § ³¬¥°®¢ »¥ ¢
¯®°¿¤ª¥ ³¡»¢ ¨¿, ²®£¤  mk - ¢»·¥²»:

mk = res
z=�k

�N+1(z) =
Pn(�k)

Q0
n(�k)

; k = 0; : : : ; N:

�µ  §»¢ ¾² ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ �°¨±²®´´¥«¿.
�¢¥¤¥¬ ¤«¿ ®°²®£® «¼»µ ¬®£®·«¥®¢ ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® °®¤ 

¤°³£³¾ ®°¬¨°®¢ª³,   ¨¬¥® ¯®«®¦¨¬

~Qn = h0 : : : hn�1Qn; n 2 N; ~Q0 = Q0;
~Pn = h0 : : : hn�1Pn; n 2 N; ~P0 = P0:

�®£¤  ±² °¸¨© ª®½´´¨¶¨¥² ®°²®£® «¼®£® ¬®£®·«¥  ~Qn ° ¢¥
¥¤¨¨¶¥. �®¤±² ¢«¿¿ ° ¢¥±²¢  ¤«¿ ®¢»µ ¬®£®·«¥®¢ ¢ (3.5)-(3.6),
¯°¨¤¥¬ ª ±®®²®¸¥¨¿¬

~Qn+1(z) = (z � vn) ~Qn(z)� h2n�1 ~Qn�1(z);
~Pn+1(z) = (z � vn) ~Pn(z)� h2n�1 ~Pn�1(z);

(3.9)
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±  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨

~P0(z) = 0; ~P1(z) = 1;
~Q0(z) = 1; ~Q1(z) = z � v0:

(3.10)

�°¥¤«®¦¥¨¥ 7. � ¶¨® «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ �n = ~Pn= ~Qn = Pn=Qn ¤®-
¯³±ª ¥² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¥¯°¥°»¢®© ¤°®¡¨

�n =
1

z � v0 � h20

z � v1 � h21
z � v2�

. . .

� h2n�2
z � vn�1

:

(3.11)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª §»¢ ²¼ ¡³¤¥¬ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® n. �°¨ n = 2 ¯®«³-
· ¥¬ ~P2(z) = z � v1, ~Q2(z) = (z � v1)(z � v0)� h20. �®£¤ 

1

z � v0 � h20
z � v1

=
~P2(z)
~Q2(z)

= �2:

�³±²¼ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¨¤³ª¶¨¨ ¢»¯®«¥® ¤«¿ ¢±¥µ ®¬¥°®¢ ®² 2 ¤® n:
�®ª ¦¥¬, ·²® ®® ¢»¯®«¥® ¨ ¤«¿ ®¬¥°  n+1:�» ¬®¦¥¬ ¯¥°¥¯¨± ²¼
¶¥¯³¾ ¤°®¡¼ (n + 1)-®£® ¯®°¿¤ª  ª ª ¶¥¯³¾ ¤°®¡¼ n-®£® ¯®°¿¤ª  ±

¯®¯° ¢«¥»¬ ¯®±«¥¤¨¬ ½«¥¬¥²®¬ vn�2 = vn�1 � h2n�1
z � vn : � ±®®²¢¥²-

±²¢¨¨ ± ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥¬ ¨¤³ª¶¨¨ ¨ °¥ª³°°¥²»¬¨ ´®°¬³« ¬¨ (??),
(??) ±¢®° ·¨¢ ¨¥ ² ª®© ¯®¯° ¢«¥®© ¶¥¯®© ¤°®¡¨ ¢ ° ¶¨® «¼³¾
´³ª¶¨¾ ¤ ±² ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²®¸¥¨¿ ¢ ·¨±«¨²¥«¥ ¨ § ¬¥ ²¥«¥

(z � vn�1 � h2n�1
z � vn

) ~Pn�1 � h2n�2 ~Pn�2 = ~Pn � h2n�1
z � vn

~Pn�1 =
~Pn+1

z � vn
;

(z � vn�1 � h2n�1
z � vn

) ~Qn�1 � h2n�2 ~Qn�2 = ~Qn � h2n�1
z � vn

~Qn�1 =
~Qn+1

z � vn
:

�®°¬³«  (3.11) ¤®ª §  .
�®¯®±² ¢«¿¿ (3.11) ± (2.5), ¨¬¥¥¬ v0= : : :=vN=0; h20=c1; : : : ; h

2
N�1=cN :
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 8. �¯° ¢¥¤«¨¢» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿:
1. �¨±«  �0; : : : ; �N ¨§ (2.5) ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®±²»¬¨ ¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬¨,
±®¡±²¢¥»¬¨ ·¨±« ¬¨ ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨

L(t) =

0
BBBBBBBBBB@

0
q
c1(t)q

c1(t) 0
q
c2(t) Oq

c2(t) 0

O . . . 0
q
cN (t)q

cN (t) 0

1
CCCCCCCCCCA

(3.12)

¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤

��1;��2; : : : ;��N
2
; 0; �N

2
; : : : ; �2; �1; ¥±«¨ N ·¥²®¥;

��1;��2; : : : ;��N+1
2
; �N+1

2
; : : : ; �2; �1; ¥±«¨ N ¥·¥²®¥:

2. ¥±«¨ ¢ (2.5) mi ±®®²¢¥²±²¢³¥² �, mj ±®®²¢¥²±²¢³¥² ��, ²®
mi = mj :

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1. �¨±«  �0; : : : ; �N ¯® ²¥®°¥¬¥ 4 ¿¢«¿¾²±¿ ª®°¿¬¨
®°²®£® «¼®£® ¬®£®·«¥  ~QN+1(z), ±²®¿¹¥£® ¢ § ¬¥ ²¥«¥ ª®¥·-
®© ¥¯°¥°»¢®© ¤°®¡¨ ¢ «¥¢®© · ±²¨ (2.5). � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®-
£®·«¥ ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ L(t) ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®·«¥®¬ (N+1)-®£® ¯®°¿¤ª 
XN+1(�); ¨ ¢±¥ ¥£® ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, ° ±ª« -
¤»¢ ¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¯® ¯®±«¥¤¥© ±²°®ª¥, ¯® ±«¥¤³-
¾¹¨¬ °¥ª³°°¥²»¬ ´®°¬³« ¬

Xn+1(�) = �Xn(�)� cnXn�1(�); ; n = 1; : : : ; N; (3.13)

±  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ X0 = 1; X1 = �. �²¨ ±®®²®¸¥¨¿ ±®¢¯ -
¤ ¾² ± (3.9), (3.10) ¤«¿ ®°²®£® «¼»µ ¬®£®·«¥®¢ ª®£¤  vn = 0. �®-
½²®¬³ XN+1(�) ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ¬®£®·«¥®¬ ~QN+1(�),   ¢±¥
³«¨ ®°²®£® «¼»µ ¬®£®·«¥®¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ¨ ¯°®±²»¥.

�°®¬¥ ²®£®, ¨§ °¥ª³°°¥²®© ´®°¬³«» (3.13) ±  · «¼»¬¨ ³±«®-
¢¨¿¬¨ X0 = 1; X1 = � ¤«¿ n ·¥²»µ ¯®«³·¨¬, ·²® ¬®£®·«¥» Xn,
±®±²®¿² ²®«¼ª® ¨§ ·¥²»µ ±²¥¯¥¥© �,   ¤«¿ ¥·¥²»µ n ¬®£®·«¥»
Xn ±®±²®¿² ¨§ ¥·¥²»µ ±²¥¯¥¥© �. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ N ¥·¥²®¬
µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ XN+1(�) = A(�2): �°¨ N
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·¥²®¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ XN+1(�) = �B(�2).
�²±¾¤  ±«¥¤³¥² ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ 1).
2. � ©¤¥¬ ¢»·¥²» ¢ ²®·ª µ � ¨ �� ¢ ¯° ¢®© ¨ «¥¢®© · ±²¿µ (2.5) .

�¯° ¢  ¢»·¥²» ¡³¤³² ° ¢» ±®®²¢¥²±²¢¥® mie�
2t

NP
n=0

mne�
2
nt

¨
mje�

2t

NP
n=0

mne�
2
nt
.

� «¥¥, ¨§ °¥ª³°°¥²»µ ´®°¬³« (3.9) (3.10) ¨ vn = 0 ¯°¨ ·¥²®¬ N ¥-

¯°¥°»¢ ¿ ¤°®¡¼ ±«¥¢  ¨¬¥¥² ¢¨¤
A1(z2)

z(z2 � �2)A2(z2)
: �®½²®¬³ ¢»·¥²»

¯°¨ z = �� ¨¬¥¾² ¢¨¤
A1(�2)

2�2A2(�2)
, ².¥. ° ¢» ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �°¨ ¥·¥²-

®¬ N ¥¯°¥°»¢ ¿ ¤°®¡¼ ¨¬¥¥² ¢¨¤
zB1(z2)

(z2 � �2)B2(z2)
, ¯®½²®¬³ ¢»·¥²»

¯°¨ z = �� ¨¬¥¾² ¢¨¤ B1(�2)
2B2(�2)

, ¨ ±®¢¯ ¤ ¾². �°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

3.2 �²²° ª²®° ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾° 

� ±®¦ «¥¨¾, ±®®²®¸¥¨¥ (2.5) ¥ ¯®§¢®«¿¥²  ©²¨  ±¨¬¯²®²¨ª³ °¥-
¸¥¨© ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾° . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ³·¨²»¢ ¿ °¥§³«¼² ²» ¯°¥¤-
«®¦¥¨¿ 8 ® ²®¬, ª ª ³±²°®¥» �k;mk; k = 0; : : : ; N; ¢ ¯° ¢®© · ±²¨
½²®£® ±®®²®¸¥¨¿ ¨¬¥¥¬

lim
t!1

NX
k=0

1

(z��k) �
mke�

2
kt

NP
i=0

mie�
2
i t
=

1

2(z��max)
+

1

2(z+�max)
=

z

z2��2max

=
1

z��
2
max

z

:

�° ¢¨¢ ¿ ¯®«³·¥®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ± «¥¢®© · ±²¼¾ (2.5), § ª«¾· ¥¬,
·²® lim

t!1
c2(t) = 0. �®½²®¬³ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¯°¨ t ! 1 ¥¯°¥°»¢ ¿ ¤°®¡¼

®¡°»¢ ¥²±¿, ¨ ¬» ¥ ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼  ±¨¬¯²®²¨ª³ ¨§ ´®°¬³«» ¤«¿
²®·®£® °¥¸¥¨¿ ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾° .

�®±ª®«¼ª³ ¨´®°¬ ¶¨¿ ® ¤¨ ¬¨ª¥ "¤ »µ ° ±±¥¿¨¿" f�n; m̂n(t)j
n = 0; 1; : : : ; Ng ¥ ¯®§¢®«¿¥² ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¢»·¨±«¨²¼  ±¨¬¯²®²¨ª³
¯¥°¥¬¥»µ ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾°  fcn(t); n = 1; : : : ; Ng, ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥-
«¿¾² ¬ ²°¨¶³ �ª®¡¨,  ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ²°¥²¼¿ ±¨±²¥¬  ¯¥°¥¬¥»µ
sn(t), ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ±²¥¯¥»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨ ¬¥°», ¯®±²°®¥®©
¯® ¤ »¬ ° ±±¥¿¨¿.

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¯°¥¤«®¦¥¨¥¬ 8 ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ n ·¨±«® ° §-
«¨·»µ ¯® ¬®¤³«¾ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ L(t). �®£¤ 
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n=
h
N
2

i
+1, £¤¥

h
N
2

i
- ¶¥« ¿ · ±²¼ ·¨±«  N

2 . �¯®°¿¤®·¨¬ �21 > �22 > : : : >
�2n ¨ § ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ·¥²»µ N �n = 0.
�¥¬¬  1. �³±²¼

H0(t) � 1;

Hr(t) =

������������

s0(t) s1(t) : : : sr�1(t)
s1(t) s2(t) : : : sr(t)
: : : : : : : : : : : :

sr�1(t) sr(t) : : : s2r�2(t)

������������
; r = 1; 2; : : :

- ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨ � ª¥«¿, ¯®±²°®¥»¥ ¯® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±²¥-
¯¥»µ ¬®¬¥²®¢ fsr(t)g1r=0 ¬¥°»

�(dx; t) =
NX
i=0

mie
�2i t

NX
i=0

mie
�2i t

�(x � �i):

�®«®¦¨¬ � = minf�2k��2k+1jk=1; : : : ; n� 1g>0: �®£¤ 
H2k+1(t)
H2k(t)

= O
�
e(�

2
k+1��

2
1)t
�
; k = 0; : : : ; n � 1;

H2k(t)
H2k�1(t)

= O
�
e(�

2
k��

2
1)t
�
; k = 1; : : : ; n;

H2k+2(t)
H2k+1(t)

= (�2k+1 +O(e��t))H2k+1(t)
H2k(t)

; k = 0; 1; : : : ; n� 1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 7 ·¨±«® ° §«¨·»µ ª®½´´¨¶¨¥-
²®¢ �°¨±²®´´¥«¿, ¯®±²°®¥»µ ¯® ¬¥°¥ �(dx; t), ° ¢® n. �¡®§ ·¨¬
¨µ ·¥°¥§

fm1; : : : ;mn�1;mng; ¥±«¨ N ¥·¥²®¥;
fm1; : : : ;mn�1; ~mng; ¥±«¨ N ·¥²®¥:

�®«®¦¨¬ p(t)=
nP
i=1

mie�
2
i t, £¤¥ mn = 1

2 ~mn ¯°¨ ·¥²»µ N . �®£¤ 

�(dx; t) = 1
2p(t)

(
nP

k=1
mk(�(x� �k) + �(x+ �k))

)
¯°¨ ¥·¥²»µ N;

�(dx; t) = 1
2p(t)

(
n�1P
k=1

mk(�(x��k)+�(x+�k))+ ~mn�(x)
)
¯°¨ ·¥²»µ N:
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�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±²¥¯¥»µ ¬®¬¥²®¢ fsr(t)g1r=0, ¯®±²°®¥ ¿ ¯®
¬¥°¥ �(dx; t), ¨¬¥¥² ¢¨¤

sr(t) � 0 ¯°¨ ¥·¥²»µ r;

sr(t) =

nX
i=1

mi�
r
ie

�2i t

nX
i=1

mie
�2i t

¯°¨ ·¥²»µ r:

�·¨²»¢ ¿ ²®, ·²® ¢±¥ ¥·¥²»¥ ¬®¬¥²» sr(t) � 0; r = 1; 3; 5; : : : ;
¨¬¥¥¬:

H2k+1(t) =

������������������������

s0(t) 0 s2(t) : : : 0 s2k(t)
0 s2(t) 0 : : : s2k(t) 0

s2(t) 0 s4(t) : : : 0 s2k+2(t)

:: :: :: ::: :: ::

0 s2k(t) 0 : : : s4k�2(t) 0
s2k(t) 0 s2k+2(t) : : : 0 s4k(t)

������������������������

=

=
1

p2k+1(t)

nX
i1=1

nX
i2=1

: : :
nX

i2k+1=1
mi1mi2 : : : mi2k+1e

(�2i1+�
2
i2
+:::+�2i2k+1)t�

��2i2�2i3(�2i4�2i5)2: : :(�2i2k�2i2k+1)k

������������������������

1 0 �2i1 : : : 0 �2ki1
0 1 0 : : : �2k�2i2 0
1 0 �2i3 : : : 0 �2ki3

:: :: :: ::: :: ::

0 1 0 : : : �2k�2i2k 0
1 0 �2i2k+1 : : : 0 �2ki2k+1

������������������������

:

�¡®§ ·¨¬ ¯®±«¥¤¨© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �W2k+1. � ¬¥²¨¬, ·²® ®¤¨ ª®¢»¬
ª®«¨·¥±²¢®¬ ¯¥°¥±² ®¢®ª ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �W2k+1 ¯°¨-
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¢®¤¨²±¿ ª ² ª®¬³ ¢¨¤³:
������������������������

1 �2i1 : : : �2ki1
1 �2i3 : : : �2ki3 O

: : :
1 �2i2k+1 : : : �2ki2k+1

1 �2i2 : : : �2k�2i2

1 �2i4 : : : �2k�2i4

O : : :
1 �2i2k : : : �2k�2i2k

������������������������

;

².¥. ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ � ¤¥°¬®¤  ®²®±¨²¥«¼® �2it:

�W2k+1(�
2
i1; : : :; �

2
i2k+1)=Wk+1(�

2
i1; �

2
i3; : : :; �

2
i2k+1)Wk(�

2
i2; �

2
i4; : : :; �

2
i2k): (3.14)

�¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �W2k+1 ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ 0, ¥±«¨ ° ¢¥ ³«¾ µ®²¿ ¡» ®¤¨
¨§ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥© � ¤¥°¬®¤ , ±²®¿¹¨µ ±¯° ¢ , ².¥. ª®£¤  ±®¢¯ ¤ -
¾² «¾¡»¥ ¤¢  ·¥²»µ, «¨¡® ¤¢  ¥·¥²»µ ¨¤¥ª± . � ´¨ª±¨°³¥¬ ¤¢ 
¯®¤¬®¦¥±²¢  ¬®¦¥±²¢  f1; 2; : : : ; ng : I1 = fj1; j2; : : : ; jk+1g; j1 < j2 <
: : : < jk+1, ¨ I2 = fl1; l2; : : : ; lkg; l1 < l2 < : : : < lk; ª ¦¤®¥ ¨µ ª®²®°»µ
±®±²®¨² ±®®²¢¥²±²¢¥® ¨§ k + 1 ¨ k ° §«¨·»µ ½«¥¬¥²®¢, § ³¬¥°®-
¢ »µ ¢ ¯®°¿¤ª¥ ¢®§° ±² ¨¿, ¨ ° ±¯¨¸¥¬

�2i2�
2
i3(�

2
i4�

2
i5)

2: : :(�2i2k�
2
i2k+1)

k=

=(�0i1�
2
i3�

4
i5: : :�

2k
i2k+1)(�

0
i2�

2
i4: : :�

2k�2
i2k )�2i2�

2
i4 : : :�

2
i2k :

� ¬¥²¨¬, ·²®, ¥±«¨ ±·¨² ²¼  ¡®° (i1; i3; : : : ; i2k+1), ±®®²¢¥²±²¢¥®  -
¡®° (i2; i4; : : : ; i2k), ¯¥°¥±² ®¢ª®© ¬®¦¥±²¢  I1, ±®®²¢¥²±²¢¥® I2, ²®
¯¥°¢ ¿ ±ª®¡ª  ¢ ¯®«³·¥®¬ ¢»° ¦¥¨¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ¯®  ¡±®«¾²®¬³
§ ·¥¨¾ ±® ±« £ ¥¬»¬ ¨§ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ � ¤¥°¬®¤ 
W (�2j1; �

2
j2; : : : ; �

2
jk+1), ±®®²¢¥²±²¢¥® W (�2l1; �

2
l2 ; : : : ; �

2
lk+1). �®£¤ 

X
(i1;i3;:::;i2k+1)2I1

�0i1�
2
i3�

4
i5: : :�

2k
i2k+1Wk+1(�

2
i1; �

2
i3 ; : : : ; �

2
i2k+1) =

=Wk+1(�
2
j1; �

2
j2; : : : ; �

2
jk+1)

X
(i1;i3;:::;i2k+1)2I1

(�1)�(i1;i3;:::;i2k+1)�0i1�2i3�4i5: : :�2ki2k+1:
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�¤¥±¼ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ¯¥°¥±² ®¢ª ¬ ¬®¦¥-
±²¢  I1, � - ·¥²®±²¼ ¯¥°¥±² ®¢ª¨. �®£¤  ±³¬¬  ¢ ¯®±«¥¤¥¬ ¢»° -
¦¥¨¨ ¢ ²®·®±²¨ ° ¢  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¾ Wk+1(�2j1; �

2
j2; : : : ; �

2
jk+1): � ª¨¬

®¡° §®¬,
X

(i1;i3;:::;i2k+1)2I1

�0i1�
2
i3�

4
i5: : :�

2k
i2k+1Wk+1(�

2
i1; �

2
i3 ; : : : ; �

2
i2k+1) =

=W 2
k+1(�

2
j1; �

2
j2; : : : ; �

2
jk+1):

� «®£¨·® ¤«¿ ·¥²»µ ¨¤¥ª±®¢

X
(i2;i4;:::;i2k)2I2

�0i2�
2
i4�

4
i6 : : :�

2k�2
i2k Wk(�

2
i2; �

2
i4 ; : : : ; �

2
i2k) =

=W 2
k (�

2
l1; �

2
l2 ; : : : ; �

2
lk):

�®£¤ 

H2k+1(t)=
1

p2k+1(t)

X
1�j1<j2<:::<jk+1�n

1�l1<l2<:::<lk�n

mj1 : : : mjk+1ml1 : : :mlk�
2
l1�

2
l2 : : : �

2
lk�

�W 2
k+1(�

2
j1; : : : ; �

2
jk+1)W

2
k (�

2
l1; : : : ; �

2
lk)e

t
�
�2j1+:::+�

2
jk+1

+�2l1+:::+�
2
lk

�
: (3.15)

� «®£¨·»¥ ¢»ª« ¤ª¨ ¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¤«¿ H2k+2(t).

H2k+2(t)=
1

p2k+2(t)

X
1�j1<j2<:::<jk+1�n

1�l1<l2<:::<lk+1�n

mj1 : : : mjk+1ml1 : : :mlk+1�
2
l1�

2
l2 : : : �

2
lk+1�

�W 2
k+1(�

2
j1; : : : ; �

2
jk+1)W

2
k+1(�

2
l1; : : : ; �

2
lk+1)e

t
�
�2j1+:::+�

2
jk+1

+�2l1+:::+�
2
lk+1

�
:
(3.16)

�°¨¢¥¤¥¬ ¯®¤®¡»¥ ¢ ±³¬¬¥ (3.15) ¨ ¢ ¯®«³·¨¢¸¥¬±¿ ¢»° ¦¥¨¨
®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ CTH2k+1

±« £ ¥¬®¥, ª®²®°®¥ ¡»±²°¥¥ ¢±¥µ ° ±²¥² ¯®
¢°¥¬¥¨, ±®®²¢¥²±²¢¥® ·¥°¥§ CTH2k+2

±« £ ¥¬®¥ ± ¬ ª±¨¬ «¼»¬ °®-
±²®¬ ¯® ¢°¥¬¥¨ ¨§ ±³¬¬» (3.16) ¯®±«¥ ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ¯®¤®¡»µ. �·¨²»-
¢ ¿ ²®, ·²® ¢±¥ �i; i = 1; : : : ; n; ³¯®°¿¤®·¥» ¯® ¢®§° ±² ¨¾,   ±ª®°®±²¼
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°®±²  ¯® ¢°¥¬¥¨ ª ¦¤®£® ±« £ ¥¬®£® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®ª § ²¥«¥¬ ½ª±-
¯®¥²», ¢µ®¤¿¹¥© ¢ ¥£®, ¯®«³·¨¬

CTH2k+1
(t) =m2

1m
2
2 : : : m

2
kmk+1W

2
k+1(�

2
1; : : : ; �

2
k+1)W

2
k (�

2
1; : : : ; �

2
k)�

��21 : : : �2ke[2(�
2
1+:::+�

2
k)+�

2
k+1]t (3.17)

CTH2k+2
(t) =m2

1m
2
2: : :m

2
k+1W

4
k+1(�

2
1;: : : ;�

2
k+1)�

2
1: : :�

2
k+1e

2(�21+:::+�
2
k+1)t (3.18)

�®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®®²®¸¥¨¥

H2k+2

H2k+1
=

1

p(t)
� CTH2k+2

(t)

CTH2k+1
(t)

�
1 +

X
i
kie

��it

1 +
X
j
k̂je

��̂jt
;

£¤¥ �i; �̂j; ki; k̂j - ¥ª®²®°»¥ ª®±² ²», �i � � > 0; �̂j � � > 0; �

®¯°¥¤¥«¥® ¢ ³±«®¢¨¨ «¥¬¬». �®±ª®«¼ª³ p(t)=
nP
i=1

mie�
2
i t, ¨¬¥¥¬

H2k+2

H2k+1
=

1

p(t)
� mk+1�

2
k+1W

2
k+1(�

2
1; : : : ; �

2
k+1)e

�2k+1t

W 2
k (�

2
1; : : : ; �

2
k)

� (1 +O(e��t));

H2k+2

H2k+1
=
mk+1�

2
k+1W

2
k+1(�

2
1; : : : ; �

2
k+1)e

�2k+1t

m1W
2
k (�

2
1; : : : ; �

2
k)e

�21t
�(1+O(e��t)) = O

�
e(�

2
k+1��

2
1)t
�
:

� «®£¨·®

CTH2k
(t) = m2

1m
2
2 : : : m

2
kW

4
k (�

2
1; : : : ; �

2
k)�

2
1 : : : �

2
ke

2(�21+:::+�
2
k)t; (3.19)

H2k+1

H2k
=

1

p(t)
� CTH2k+1

(t)

CTH2k
(t)

� (1 +O(e��t)) = (3.20)

=
mk+1W

2
k+1(�

2
1; : : : ; �

2
k+1)e

�2k+1t

m1W
2
k (�

2
1; : : : ; �

2
k)e

�21t
� (1 +O(e��t)) = O

�
e(�

2
k��

2
1)t
�
:

� ¬ ®±² «®±¼ ¤®ª § ²¼ ²°¥²¼¥ ±®®²®¸¥¨¥ «¥¬¬». � ¬¥²¨¬, ·²® ¢
±¨«³ (3.17), (3.18), (3.19), (3.20),

��H2k+2
(t)

��H2k+1
(t)

= �2k+1 �
��H2k+1

(t)

��H2k
(t)

;
1

p(t)
� ��H2k+1

(t)

��H2k
(t)

=
H2k+1

H2k
� (1+O(e��t));
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¯®½²®¬³, ¯°®¤¥« ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢»ª« ¤ª¨, ¬» ¯®«³· ¥¬

H2k+2

H2k+1
=

1

p(t)
� �2k+1 �

��H2k+1
(t)

��H2k(t)
(1 +O(e��t)) = �2k+1

H2k+1

H2k
(1 +O(e��t)):

�¥¬¬  1 ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .
�¥®°¥¬  5. �¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.4) ¤«¿ ª®¥·®© ¶¥¯®·ª¨

�¥£¬¾°  ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ t!1 ª ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥, § ¢¨±¿¹¥© ®²
 · «¼»µ ³±«®¢¨©. �®«¥¥ ²®£®, µ ° ª²¥° ±µ®¤¨¬®±²¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±®®²®¸¥¨¿¬¨

c2k�1(t) = �2k +O(e��t); k = 1; : : : ;
h
N+1
2

i
;

c2k(t) = O(e(�
2
k+1��

2
k)t); k = 1; : : : ;

h
N
2

i
;

£¤¥ �=minf�2k��2k+1jk = 1; : : : ;
h
N
2

ig>0; �21 > �22 > : : : > �2[N2 ]+1
{ ª¢ ¤° -

²» ¢±¥µ ° §«¨·»µ ¯® ¬®¤³«¾ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨
L(t):
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬¥¥¬

cr(t) =
Hr�1(t)Hr+1(t)

H2
r (t)

:

�®£¤  ¯® «¥¬¬¥ 1

±2k(t) = O
�
e(�

2
k+1��

2
1��

2
k+�

2
1)t
�
= O(e(�

2
k+1��

2
k)t);

c2k�1(t) =
H2k�2(t)
H2k�1(t)

� �2kH2k�1(t)
H2k�2(t)

(1 +O(e��t)) = �2k +O(e��t):

�¥®°¥¬  ¤®ª §  .
�±«¨ ®£° ¨·¨²¼±¿ ¢»·¨±«¥¨¥¬  ²²° ª²®°  ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾°  ¡¥§

®¶¥ª¨ ±ª®°®±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨, ²® ¬®¦® ®¡®±®¢ ²¼  «£®°¨²¬ ¥£®  -
µ®¦¤¥¨¿, ¥  ¯¥««¨°³¿ ª ²¥®°¨¨ ®°²®£® «¼»µ ¬®£®·«¥®¢ ¨ ° ¶¨-
® «¼»µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨©. �» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ª®²®°®¥ ±«¥-
¤³¥² ±µ¥¬¥, ¯°¥¤«®¦¥®© �.�®§¥°®¬ ¢ [12].
�¥¬¬  2. �¯° ¢¥¤«¨¢» ±®®²®¸¥¨¿

lim
t!1

c2k(t) = 0; k = 1; : : : ;
�N
2

�
: (3.21)
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ¡»«® ¯®ª § ® ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 2, ¢±¥ ck(t); k =
1; : : : ; N; ¯®«®¦¨²¥«¼» ¨ ®£° ¨·¥», ¯®½²®¬³ n-®¥ ³° ¢¥¨¥ ¶¥¯®·-
ª¨ �¥£¬¾°  ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

d

dt
ln cn = cn+1 � cn�1: (3.22)

�²±¾¤ 

d

dt
ln(c1c3 : : : c2k�1)=c2+c4�c2+c6�c4+ : : :+c2k�2�c2k�4+c2k�c2k�2=c2k:

�®ª ¦¥¬, ·²® ±µ®¤¨²±¿ ¨²¥£° «

+1Z
0

c2k(t)dt: (3.23)

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ c2k(t) ±«¥¤³¥² ®£° ¨·¥®±²¼
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ¨²¥£° «  ±¨§³. �§ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ ¨ ®£° ¨-
·¥®±²¨ ck(t); k = 1; : : : ; N; ±«¥¤³¥², ·²® ´³ª¶¨¿

C2k(T ) =
TZ
0

c2k(t)dt=ln(c1(T )c3(T ): : :c2k�1(T ))� ln(c1(0)c3(0): : :c2k�1(0))

¿¢«¿¥²±¿ ®£° ¨·¥®© ±¢¥°µ³ ¨ ¬®®²®® ¢®§° ±² ¾¹¥©,  , § ·¨²,
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ¨²¥£° « ±µ®¤¨²±¿.

�§ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¨²¥£° «  (3.23) ±«¥¤³¾² ±®®²®¸¥¨¿ (3.21). �®¯³-
±²¨¬ ¯°®²¨¢®¥. �®£¤   ©¤³²±¿ " > 0 ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ftsg1s=1;
ts+1 � ts > 1 ² ª¨¥, ·²® ck(ts) > " ¤«¿ ¢±¥µ s = 1; 2; : : : : � ±¨«³ ±¨±²¥-
¬» ¨§ ®£° ¨·¥®±²¨ ª ¦¤®© ¨§ ¯¥°¥¬¥»µ ±«¥¤³¥² ®£° ¨·¥®±²¼
¨µ ¯°®¨§¢®¤»µ j _ck(t)j < M; k = 1; : : : ; N: �¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨

¬®¦® ¢»¡° ²¼ 1
2 > � = "

2M > 0: �® ´®°¬³«¥ ª®¥·»µ ¯°¨° ¹¥¨©
¤«¿ ¢±¥µ t ² ª¨µ, ·²® jt� tsj < � ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®

jc2k(ts)� c2k(t)j �M � "

2M
=

"

2
:

�®£¤  c2k(t) � "
2 ¤«¿ ¢±¥µ t ² ª¨µ, ·²® jt� tsj < �: �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

+1Z
0

c2k(t)dt �
1X
s=2

ts+�Z
ts��

c2k(t)dt �
1X
s=2

 
"

2
� "

M

!
= +1:
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�®«³·¨«¨ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, ª®²®°®¥ ¤®ª §»¢ ¥² ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬».

�¡®§ ·¨¬ ª®«¨·¥±²¢® ¯¥°¥¬¥»µ ±¨±²¥¬» (2.4) ± ¥·¥²»¬¨ ¨-
¤¥ª± ¬¨ ·¥°¥§ r =

h
N+1
2

i
: � ±±¬®²°¨¬ ¬®£®·«¥

P (z; t) = (z � c1(t))(z � c3(t)) : : : (z � c2r�1(t)) =
rX

k=0
pk(t)z

k: (3.24)

�¥¬¬  3. �³¹¥±²¢³¾² ¯°¥¤¥«»

lim
t!+1

pk(t) = p�k; k = 0; : : : ; l:

�®°¨ ¯°¥¤¥«¼®£® ¬®£®·«¥ 

P �(z) =
rX

k=0
p�kz

k

±®¢¯ ¤ ¾² ± ª¢ ¤° ² ¬¨ ° §«¨·»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ±®¡±²¢¥»µ
§ ·¥¨© �21; : : : ; �

2
r ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ L(t):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ L(t)
¥ § ¢¨±¿² ®² ¢°¥¬¥¨, ²® ¯® ´®°¬³« ¬ �¨¥²  ª®½´´¨¶¨¥²» µ ° ª²¥-
°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ²®¦¥ ¥ § ¢¨±¿² ®² ¢°¥¬¥¨. �°®¬¥ ²®£®, ¢
¯°¥¤«®¦¥¨¨ 8 ¡»«® ¯®ª § ®, ·²® ¢ ±«³· ¥ ¥·¥²®£® N ª®½´´¨¶¨¥-
²» µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ (3.12) ¥ ° ¢»
³«¾ ²®«¼ª® ¯°¨ ·¥²»µ ±²¥¯¥¿µ. �±«¨ ¦¥ N ·¥²®, ²® ¥³«¥¢»¥ ª®-
½´´¨¶¨¥²» ±²®¿² ²®«¼ª® ¯°¨ ¥·¥²»µ ±²¥¯¥¿µ ¬®£®·«¥ . �®£¤ 
µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ (3.12) ¬®¦® § ¯¨± ²¼
¢ ¢¨¤¥

XN+1(�; t) =
rP

k=0
dk�2k; ¥±«¨N·¥²®;

XN+1(�; t) =
rP

k=0
dk�2k+1; ¥±«¨N·¥²®.

� ¤°³£®© ±²®°®», ¨ ½²® ¢¨¤® ¨§ °¥ª³°°¥²®© ´®°¬³«» (3.13) ¤«¿
¯®¤±·¥²  µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ L(t); ª®-
½´´¨¶¨¥²» dk ½²®£® ¬®£®·«¥  ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¯®«¨®¬» ®²
c1(t); c2(t); : : : ; cN (t): � ª ¦¤®¬ ² ª®¬ ¯®«¨®¬¥ ¬®¦® ¢»¤¥«¨²¼ ±« -
£ ¥¬»¥, ª®²®°»¥ § ¢¨±¿² ²®«¼ª® ®² ¥·¥²»µ ¯¥°¥¬¥»µ. �¡®§ ·¨¬
¨µ ·¥°¥§ �dk(c1; c3; : : : ; c2r�1): �®£¤ 

dk(c1; c2; : : : ; cN ) = �dk(c1; c3; : : : ; c2r�1) + ~dk(c1; c2; : : : ; cN ):
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� ~dk(c1; c2; : : : ; cN ) ¢µ®¤¿² ¢±¥ ²¥ ±« £ ¥¬»¥, ª®²®°»¥ ±®¤¥°¦ ² µ®²¿ ¡»
®¤³ ¯¥°¥¬¥³¾ ± ·¥²»¬ ¨¤¥ª±®¬. � ±¨«³ ®£° ¨·¥®±²¨ ck(t); k =
1; : : : ; N; ¨ «¥¬¬» 2 ¨¬¥¥¬, ·²®

lim
t!+1

~dk(c1(t); c2(t); : : : ; cN (t)) = 0: (3.25)

� ¬¥²¨¬, ·²® �dk(c1(t); c3(t); : : : ; c2r�1(t)) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¥±«¨ ´®°-
¬ «¼® ¯®«®¦¨²¼

q
c2k(t) � 0; k = 1; : : : ;

h
N
2

i
; ¢ ¬ ²°¨¶¥ �ª®¡¨ L(t):

� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¯®«³·¨¢¸¥©±¿ ¡«®·®© ¬ ²°¨¶» ¯°¨
·¥²»µ N ¨¬¥¥² ¢¨¤

(�2�c1(t))(�2�c3(t)): : :(�2�c2r�1(t)) =
rX

k=0

�dk(t)�
2k; (3.26)

  ¯°¨ ¥·¥²»µ N ¨¬¥¥² ¢¨¤

�(�2�c1(t))(�2�c3(t)): : :(�2�c2r�1(t)) =
rX

k=0

�dk(t)�
2k+1: (3.27)

�° ¢¨¢ ¿ (3.24) ± (3.26) ¨ (3.27), ¯®«³· ¥¬

�dk(c1(t); c3(t); : : : ; c2r�1(t)) = pk(t):

� ª ª ª ª®½´´¨¶¨¥²» dk µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  XN+1(�; t)
¥ § ¢¨±¿² ®² ¢°¥¬¥¨, ²® ¢ ±¨«³ (3.25)

dk = lim
t!+1

�dk(c1(t); c3(t); : : : ; cN (t)):

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

dk = lim
t!+1

pk(t) = p�k; (3.28)

¨ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» ¤®ª § ®.
� ¢¥±²¢  (3.28) ®§ · ¾², ·²® ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¥¤¥«¼®£® ¬®£®-

·«¥  P �(z) ¯°¨ zk; k = 1; : : : ; r; ±®¢¯ ¤ ¾² ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ µ ° ª-
²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  XN+1(�; t) ¯°¨ �2k ¢ ±«³· ¥ ¥·¥²»µ N;
¨ ¯°¨ �2k+1 ¢ ±«³· ¥ ·¥²»µ N: �®£¤  ª®°¨ ¯°¥¤¥«¼®£® ¬®£®·«¥ 
P �(z) ±®¢¯ ¤ ¾² ± ª¢ ¤° ² ¬¨ �21; �

2
2; : : : ; �

2
r ° §«¨·»µ ¯®«®¦¨²¥«¼-

»µ ª®°¥© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  XN+1(�;t); ª®²®°»¥ ¥
§ ¢¨±¿² ®² ¢°¥¬¥¨, ¢±¥ ¯°®±²»¥ ¨ ¢¥¹¥±²¢¥»¥. �¥¬¬  ¤®ª §  .

39



�¥¬¬  4. �¯° ¢¥¤«¨¢» ±®®²®¸¥¨¿

lim
t!1

c2k�1(t) = �2k; k = 1; : : : ;
�N + 1

2

�
; (3.29)

£¤¥ �21 > : : : > �2r ¿¢«¿¾²±¿ ª¢ ¤° ² ¬¨ ° §«¨·»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ
±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ L(t):
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® «¥¬¬¥ 3 ¢±¥ ª®°¨ ¯°¥¤¥«¼®£® ¬®£®·«¥  P �(z)
¯°®±²»¥. �®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¥¿¢®© ´³ª¶¨¨  ©¤¥²±¿ ² ª®¥ " > 0;
·²® ¤«¿ ¢±¥µ ak ² ª¨µ, ·²® jak� p�kj < "; k = 0; : : : ; r; ª®°¨ ¬®£®·«¥ 

A(z) =
rP

k=0
akzk £« ¤ª® § ¢¨±¿² ®² ¥£® ª®½´´¨¶¨¥²®¢. �¡®§ ·¨¬ ª®°-

¨ ¬®£®·«¥  A(z) ·¥°¥§ z0s(a1; : : : ; ar); s = 1; : : : ; r: �®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢»
±®®²®¸¥¨¿

lim
a1!p�

1: : : :
ar!p�r

z0k(a1; : : : ; ar) = �2k; k = 1; : : : ; r:

� «¥¬¬¥ 3 ¯®«³·¨«¨, ·²® ª®½´´¨¶¨¥²» ¬®£®·«¥  P (z; t) ¨§ (3.24)
¨¬¥¾² ¯°¥¤¥«

lim
t!1

pk(t) = p�k; k = 0; : : : ; r:

�®½²®¬³, ¤«¿ ª®°¥© c1(t); c3(t); : : : ; c2r�1(t) ¬®£®·«¥  P (z; t) ¢»¯®«-
¿¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿

lim
t!1

c2k�1(t) = �2s; k; s = 1; : : : ; r:

� ª ª®¬³ ¨¬¥® �2s ±µ®¤¨²±¿ c2k�1(t) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ ±¨±²¥¬» (2.4).
� ª ª ª ¯® «¥¬¬¥ 2 c2k(t)! 0 ¯°¨ t!1,  

d ln c2k(t)

dt
= c2k+1(t)� c2k�1(t); k = 1; : : : ; r;

²® ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

lim
t!1

c2k+1(t) < lim
t!1

c2k�1(t):

� ³¬¥°®¢ ¢ �1 > �2 > : : : > �N+1; ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬ (3.29).
�¥¬¬  ¤®ª §  .

�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ®¶¥ª  ±ª®°®±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¤«¿  ²²° ª²®°  ¶¥¯®·-
ª¨ �¥£¬¾°  ¥®¡µ®¤¨¬ , ·²®¡» ¤®ª § ²¼ ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯® �¿¯³®¢³,

40



¨, ª°®¬¥ ²®£®, ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨²¥°¥± ¤«¿ ®¡º¿±¥¨¿ °¥§³«¼² ²®¢ ·¨-
±«¥®£® ½ª±¯¥°¨¬¥² .
�«¥¤±²¢¨¥ 1. �³±²¼ y1 > y2 > : : : > yk > 0: �¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨

ª®¥·®© ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾°  ¨§ ¬®¦¥±²¢ 

(y1; 0; y2; 0; : : : ; yk) ¯°¨ ¥·¥²»µ N = 2k � 1;
(y1; 0; y2; 0; : : : ; yk; 0) ¯°¨ ·¥²»µ N = 2k

(3.30)

¿¢«¿¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨ ¯® �¿¯³®¢³.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ci(t; t0; 1; : : : ; N ) °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨
(2.4). �®ª ¦¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤«¿ ¥·¥²»µ N = 2k � 1. � ´¨ª±¨°³¥¬
¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ (y1; 0; y2; 0; : : : ; yk) ¨§ ¬®¦¥±²¢  (3.30) ¨ ¬®¬¥² ¢°¥-
¬¥¨ T > 0. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²¥®°¥¬®© 5 ®¡®§ ·¨¬ y1 = �21, y2 = �22,
: : :, yk = �2k: �® ²¥®°¥¬¥ ® ¥¯°¥°»¢®© § ¢¨±¨¬®±²¨ °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬»
¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ®²  · «¼»µ ¤ »µ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0
¨ ¬®¬¥²  ¢°¥¬¥¨ T > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ·¨±«® �("; T ) > 0 ² ª®¥, ·²® ¨§
¥° ¢¥±²¢ ����i � �2i+1

2

���� < �("; T ); i = 1; 3; 5; : : : ; N;

jij < �("; T ); i = 2; 4; 6; : : : ; N � 1

±«¥¤³¾² ¥° ¢¥±²¢ 

j�ci(t)� ci(t)j < "; i = 1; : : : ; N; t 2 [0; T ];

£¤¥ �ci(t) = ci(t; t0; 1; : : : ; N ); ci(t) = ci(t; 0;�21; 0; : : : ; �
2
k).

�³±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬  · «¼»¬ ¤ »¬ f1; 2; : : : ; Ng § ¤ ·¨
�®¸¨ (2.4) ±®®²¢¥²±²¢³¥²  ¡®° ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¥© ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ (3.12) ��21; ��

2
2; : : : ; ��

2
k: �®±ª®«¼ª³ ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¥-

¿¢®© ´³ª¶¨¨ ¯°®±²»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ £« ¤ª®
§ ¢¨±¿² ®² ¥¥ ½«¥¬¥²®¢, ±³¹¥±²¢³¥² �0(") > 0 ² ª®¥, ·²® ¯°¨����i � �2i+1

2

���� < �0("); i = 1; 3; 5; : : : ; N;

jij < �0("); i = 2; 4; 6; : : : ; N � 1

¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®

j��2i � �2i j < "
2 ; i = 1; 2; : : : ; k:
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�®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 5 ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ª®±² ²» K1;
K2; T1, ·²® ¯°¨ t > T1 ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¥° ¢¥±²¢ 

j�ci(t)� ci(t)j � "

2
+K1e

���t; i = 1; 3; : : : ; N;

j�ci(t)� ci(t)j � K2e
���t; i = 2; 4; : : : ; N � 1;

£¤¥ �� = minf��2s � ��2s+1js = 1; : : : ; k � 1g > 0: � ª ·¥±²¢¥ T ¢»¡¥°¥¬
 ¨¬¥¼¸¥¥ § ·¥¨¥ ² ª®¥, ·²® T > T1 ¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®

maxfK2e
���T ;

"

2
+K1e

���Tg < ":

� ª ·¥±²¢¥ � ¢®§¼¬¥¬ � = minf�("; T ); �0(")g: �®£¤  ¯°¨ ² ª¨µ  · «¼-
»µ ¤ »µ f1; : : : ; Ng, ·²®����i � �2i+1

2

���� < �; i = 1; 3; 5; : : : ; N;

jij < �; i = 2; 4; 6; : : : ; N � 1;

¤«¿ ¢±¥µ t > 0 ¡³¤³² ¢»¯®«¿²¼±¿ ¥° ¢¥±²¢ 

j�ci(t)� ci(t)j < "; i = 1; : : : ; N:

�«¿ ·¥²»µ N ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯®«®±²¼¾   «®£¨·»¥. �«¥¤±²¢¨¥ ¤®ª -
§ ®.

�¥®°¥¬  5 ¨ ±«¥¤±²¢¨¥ 1 ¤ ¾² ¨±·¥°¯»¢ ¾¹¥¥ ®¯¨± ¨¥  ²²° ª²®-
°  ª®¥·®© ¶¥¯®·ª¨ �¥£¬¾° . �¥¸¥¨¥ «¾¡®© § ¤ ·¨ �®¸¨ (2.4) ±
¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨  · «¼»¬¨ ¤ »¬¨ ±µ®¤¨²±¿ ª ³±²®©·¨¢®© ¯® �¿-
¯³®¢³ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥, ª®²®°³¾ ¬®¦®  ©²¨, ¢»·¨±«¨¢ ±®¡±²¢¥-
»¥ ·¨±«  ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨, ±®±² ¢«¥®© ¯®  · «¼»¬ ¤ »¬. �²¨
¥¯®¤¢¨¦»¥ ²®·ª¨ ®¡° §³¾² ([N2 ]+1)-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ (3.30), ª®-
²®°®¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡ §®© ° ±±«®¥¨¿ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ . �«®¿¬¨ ½²®-
£® ° ±±«®¥¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ¬®¦¥±²¢   · «¼»µ ³±«®¢¨©, ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ª
®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¯°¥¤¥«¼®© ²®·ª¥.

�¥®°¥¬  5 ®¯¨±»¢ ¥² °¥§³«¼² ² ½¢®«¾¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¥¤¯°¨-
¿²¨© ¯® ³°®¢¿¬ ½´´¥ª²¨¢®±²¨   ¢°¥¬¥ µ ¯®°¿¤ª  1

�� � t � 1
�. �
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½²®¬ ¢°¥¬¥®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿,
³ ª®²®°®© ·¨±«® «®ª «¼»µ ¬ ª±¨¬³¬®¢ ¨ ¨µ ¢¥«¨·¨» ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿
¯®  · «¼»¬ ¤ »¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±²°³ª²³°   ²²° ª²®°  ¶¥¯®·ª¨
�¥£¬¾°  ®¡º¿±¿¥² °¥§³«¼² ²» ·¨±«¥»µ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢ ¨§ ° §¤¥« 
2.
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