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Ç‚Â‰ÂÌËÂ.

 

 Ç [1] è. èÂÓÌ‡ Ë ÑÊ. å‡ÎËÍ ÔÂ‰-
ÎÓÊËÎË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â Û‡‚-
ÌÂÌËfl ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÚËÔ‡ ‰ËÙÙÛÁËË ‰Îfl
Ó·‡·ÓÚÍË ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ, „‰Â ·Î‡„Ó‰‡-
fl Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÒÔÂˆËÙËÍÂ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÔÓ-
‰‡‚ÎÂÌËÂ ¯ÛÏÓ‚, ‡ ‚‚Ë‰Û ÒÚÂÏÎÂÌËfl ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚ‡ ‰ËÙÙÛÁËË Í ÌÛÎ˛ ‰Îfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı „‡‰ËÂÌ-
ÚÓ‚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÒÓı‡Ìfl˛ÚÒfl ÍÓÏÍË. Ç [2] ‚
ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ [1] ·ÂÂÚÒfl ÌÂ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ‡fl ÙÓÏ‡
Û‡‚ÌÂÌËÈ, ˜ÚÓ·˚ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔÓ
Ä‰‡Ï‡Û Á‡‰‡˜Ë Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË, Ë ‚‚Ó-
‰ËÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÔË·ÎËÊÂÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ Ò Ï‡Î˚Ï
Ô‡‡ÏÂÚÓÏ. Ç [3] Ì‡È‰ÂÌ˚ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Â Â¯Â-
ÌËfl Ó‰ÌÓÏÂÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ-
„Ó ‚˚ÓÊ‰ÂÌËfl. èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â Â¯Â-
ÌËfl Ò ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸˛ „fiÎ¸‰ÂÓ‚ÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ ÓÔÂ‰Â-
Îfl˛Ú ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÍÓÏÍË ‚Ó ‚ÂÏÂÌË.

Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ äÓ-
¯Ë ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡. ç‡È‰ÂÌ
ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÒÎ‡·˚Â Â-
¯ÂÌËfl. ùÚÓ ÛÊÂ ÛÔÓÏflÌÛÚ˚Â ÉfiÎ¸‰Â-ÌÂÔÂ˚‚-
Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË. ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ Ì‡ ÔÓÎÛ-
˜ÂÌËË ‚ÌÛÚÂÌÌËı ‡ÔËÓÌ˚ı ÓˆÂÌÓÍ ‰Îfl ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ ãËÔ¯Ëˆ‡ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚ı
ËÒıÓ‰Ì˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. èÓ‚Â‰ÂÌ˚ ̃ ËÒÎÂÌÌ˚Â ‡Ò-
˜ÂÚ˚, „‰Â ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË Ì‡ ÙÛÌÍ-
ˆËË Ò ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸˛ „fiÎ¸‰ÂÓ‚ÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ Ì‡-
ÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ¯ÛÏÓ‚. èÓÎÛ-
˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸ ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË,
‡ ̄ ÛÏ˚ ËÒ˜ÂÁ‡˛Ú. ùÚÓ Â¯‡ÂÚ ÔÓ·ÎÂÏÛ èÂÓÌ˚ –
å‡ÎËÍ‡ Ó· Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËË ¯ÛÏÓ‚ Ë
ÒÓı‡ÌÂÌËË ÍÓÏÓÍ, „‰Â ÔÓ‰ ÍÓÏÍÓÈ ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl
ÒËÌ„ÛÎflÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl „fiÎ¸‰ÂÓ‚ÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡. ùÚË Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÔË·ÎË-
ÊÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÒÓ Ò‚ÂÚÍÓÈ [2] Ë Ï‡Î˚Ï Ô‡‡ÏÂÚ-
ÓÏ ÛÊÂ Á‡‡ÌÂÂ, ÔË‚Ó‰flÚ Í Ò„Î‡ÊË‚‡ÌË˛ Ú‡ÍËı
ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚÂÈ (Ú.Â. ÍÓÏÓÍ). 

 

1. èÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Á‡‰‡˜Ë.

 

 ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚
˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı Ô‡‡·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ Ò

Ó‰ÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ

(1.1)

„‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‰ËÙÙÛÁËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸Ì˚Ï Ë Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Â¯ÂÌËfl, ÓÌ
ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÍÓ„‰‡ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl

ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ, Ú.Â. 
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Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏÛ Ò‚ÓÈÒÚ‚Û. Ç [3] Ì‡È‰Â-
Ì˚ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ‰Îfl (1.2) ÔË ÛÍ‡Á‡Ì-
ÌÓÏ ‚˚ÓÊ‰ÂÌËË. á‰ÂÒ¸
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ÍÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÍÓÏÍË
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äÓ‚ÍÓ‚, ñÛÍÓ‚

‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ξ = C. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
‚·ÎËÁË ÚÓ˜ÍË ξ = C ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ
ÒÚÂÔÂÌflÏ (C – ξ)

Ñ‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ Ë Á‡‰‡˜‡ äÓ¯Ë ‰Îfl
(1.2) ËÏÂÂÚ ÍÎ‡ÒÒ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Â¯ÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â
ÉfiÎ¸‰Â-ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. á‰ÂÒ¸ ËÏÂÂÚÒfl
ÔÓÎÌ‡fl ‡Ì‡ÎÓ„Ëfl Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÈ ‰ËÙ-
ÙÛÁËË. ç‡È‰ÂÌÌ˚Â ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÌ˚Â
‚ÓÎÌ˚ ‚ [4, 5] ÛÍ‡Á‡ÎË Ì‡ ÍÎ‡ÒÒ ÙÛÌÍˆËÈ, ‚ ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘Ëı Á‡‰‡˜ Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË [6]. ïÓÚfl,
ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÌÂ ÔÂÂÌÓÒflÚÒfl ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍË, Ú‡Í Í‡Í Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‰ËÙÙÛÁËË Ò
ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ, Á‡‚ËÒfl˘ËÏ ÓÚ „‡‰ËÂÌÚ‡, ËÏÂ˛Ú
Ò‚ÓË ÒÔÂˆËÙË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡.

2. ÄÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË. àÁÛ˜ËÏ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â¯Â-
ÌËfl Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (1.2). ÑÎfl Ì‡Ò
‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl V, ÍÓÚÓ‡fl ‚‚Ó‰ËÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(2.1)

Á‰ÂÒ¸ x0 – ÚÓ˜Í‡ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚË ‰Îfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı
‰‡ÌÌ˚ı Ë  = u(x0). ÑÎfl ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘Ëı ÙÛÌÍˆËÈ
ËÁ ÉfiÎ¸‰Â-ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ Ò ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ

 ÙÛÌÍˆËfl V fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓ-

ÒÚË ÚÓ˜ÍË x0. éÌ‡ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ë ‡‚Ì‡
ÌÛÎ˛ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x0. ÑÎfl ÛÔÓÏflÌÛÚÓÈ ‚˚¯Â ÏÓ‰ÂÎË
ÍÓÏÍË ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ãËÔ-
¯Ëˆ-ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ.

àÁ (1.2) Ë (2.1) ÔÓÎÛ˜ËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl V Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛

(2.2)

èÓ ÏÂÚÓ‰Û [6] ‰‡ÎÂÂ ·Û‰ÛÚ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ
‡ÔËÓÌ˚Â ÓˆÂÌÍË ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË ‚ Á‡‰‡˜Â Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË.
ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl
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(2.2) ‚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ R = (a, b) × (0, T]. Ç‚Â‰ÂÏ
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

í Â Ó  Â Ï ‡ 1. èÛÒÚ¸ V – ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ
(2.2) ‚ , ‡ M1 < ∞. íÓ„‰‡ ‚ * ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡-
‚ÂÌÒÚ‚Ó |Vx(x, t) | ≤ C, „‰Â Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ m, M,
a1 – a, b – b1, M1.

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. ë‰ÂÎ‡ÂÏ „Î‡‰ÍÛ˛ Á‡ÏÂ-
ÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ V = ϕ(w). ÇË‰ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË
ϕ ÛÍ‡ÊÂÏ ÔÓÁÊÂ. ùÚ‡ ÙÛÌÍˆËfl ‰ÓÎÊÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
flÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ‚Á‡ËÏÌÓ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ„Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Ëfl, Ú.Â. ϕ'(w) > 0. îÛÌÍˆËfl w Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚-
ÌÂÌË˛

èÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ Ó·Â ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
ÔÓ x. àÏÂÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

„‰Â ‚‚Â‰ÂÌÓ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ p = wx. èÓÒÎÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÈ ÛÏÌÓÊËÏ ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ì‡ p Ë ÔÂÂÌÂÒÂÏ
˜ÎÂÌ˚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ pt Ë pxx Ì‡ÎÂ‚Ó, ‡ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â
ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ÓÒÚ‡‚ËÏ ÒÔ‡‚‡. èÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ:

(2.3)

R a1 b1,( ) 0 T ] R,  M⊂,(× max V ,
R

= =

M1 max V x x 0,( ) .
a b,[ ]

=

R R

wt

wx
2 ϕϕ''

ϕ'
----- 1

m
----ϕ'– 

  ϕwxx+

ϕ'( )m wx( )m
-------------------------------------------------------- .=

pt m 2–( )
px

p
m 1–

------------
ϕϕ''

ϕ'
----- 1

m
----ϕ'– 

 

ϕ'( )m
------------------------------ +–







=

+
p

p
m 2–

------------
ϕ'' ϕ ϕ''

ϕ'
----- 

  ' 1
m
----ϕ''–+

ϕ'( )m
---------------------------------------------







+

+

mϕ''–( ) ϕϕ''
ϕ'
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m
----ϕ'– 

 

ϕ'( )m 1+
-------------------------------------------------













+

+
pxx

p
m

------- m
px

2

p
m 1+

------------–
 
 
  ϕ

ϕ'( )m
------------

px p

p
m

--------- ϕ'

ϕ'( )m
------------ m

ϕ''ϕ
ϕ'( )m 1+

------------------– 
 +

 
 
 

,

1/2 2 p pt( )
ϕp pxx

ϕ' p( )m
----------------  =–

=  
1

ϕ' p( )m
---------------- 2 1 m–( ) p

2
px ϕϕ''

ϕ'
----- 1

m
----ϕ'– 

  +
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ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛

(2.4)

„‰Â ζ(x) – „Î‡‰Í‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÎ‡ÒÒ‡ C2[a, b] Ë ζ = 0
‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚflı ÚÓ˜ÂÍ x = a, x = b; ζ = 1 Ì‡ [a1, b1],
0 ≤ ζ ≤ 1. îÛÌÍˆËfl (2.4) ÔËÌËÏ‡ÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ
Ì‡  ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÎË·Ó ÔË t = 0, ÎË·Ó Ì‡ . Ç ÔÓ-
ÒÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ (x0, t0) ‚˚ÔÓÎ-
Ìfl˛ÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(2.5)

Ë zxx ≤ 0, zt ≥ 0. (ÖÒÎË Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl ÔË t =
= T, ÚÓ zt ≥ 0. ÖÒÎË ÊÂ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‰ÓÒÚË-
„‡ÂÚÒfl ‚Ó ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÚÓ˜Í‡ı R*, ÚÓ zt = 0.)

Ç Î˛·ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ ÚÓ˜ÍÂ (x0, t0) ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl Ò˛‰‡ (2.4), ÔÓÎÛ˜ËÏ

(2.6)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ |4ζζ x ppx | ≤ ζ2  + 4 p2 (ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
äÓ¯Ë–ò‚‡ˆ‡), ÚÓ, ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ˝ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚
(2.6) Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl (2.5), ÔÓÎÛ˜ËÏ

àÁ (2.3) Ë (2.5)

á‡ÔË¯ÂÏ ˝ÚÓ ‚ ‚Ë‰Â

(2.7)

Ç˚·ÂÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÙÛÌÍˆË˛ ϕ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‚ ÎÂ‚ÓÈ
˜‡ÒÚË ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı ·˚Î ÒÚÓ„Ó ÓÚËˆ‡-

+ p
4 ϕ'' 2 1

m
----– 

  ϕ ϕ''
ϕ'
----- 

  '
mϕ ϕ''

ϕ'
----- 

 
2

–+ 
  m px

2ϕ– .

z x t,( ) ζ x( ) p x t,( )( )2
,=

R R*

zx 2ζ 2
p px 2ζζ x p

2
+ 0= =

zt

ϕzxx

ϕ' p( )m
---------------- 0.≥–

2ζ 2
p pt

2ϕ
ϕ' p( )m

---------------- ζζ xx p
2 ζ x

2
p

2
++[–

+ ζ 2
px

2 ζ 2
p pxx 4ζζ x p px ] 0.≥+ +

px
2 ζ x

2

ζ 2
p pt

ϕp pxx

ϕ' p( )m
----------------– 

  ϕ p
2

ϕ' p( )m
---------------- ζζ xx 3ζ x

2
–( ).≥

ϕ p
2 ζζ xx 3ζ x

2
–( ) 2 1 m–( ) p

3ζζ x ϕϕ''
ϕ'
----- 1

m
----ϕ'– 

  +≤

+ ζ 2
p

4 ϕ'' 2 1
m
----– 

  ϕ ϕ''
ϕ'
----- 

  '
mϕ ϕ''

ϕ'
----- 

 
2

–+ 
  mζ x

2
p

2ϕ .–

ζ 2
p

4 ϕ'' 2 1
m
----– 

  ϕ ϕ''
ϕ'
----- 

  '
mϕ ϕ''

ϕ'
----- 

 
2

–+ 
  ≤–

≤ 2 1 m–( ) p
3ζζ x ϕϕ''

ϕ'
----- 1

m
----ϕ '– 

  –

– ϕ p
2 ζζ xx m 3–( )ζ x

2
+( ).

ÚÂÎ¸Ì˚Ï:

ùÚÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÛÒÎÓ‚ËflÏ „Î‡‰ÍÓÒÚË, ÏÓ-
ÌÓÚÓÌÌÓÒÚË Ë Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÒÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ, Ì‡-

ÔËÏÂ, ÙÛÌÍˆËfl ϕ(x) =  ÔË 

ìÍ‡Á‡ÌÌ˚È ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ‡‚ÂÌ

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔË ζ2p4 ‚ ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Â (2.7) ÒÚÓ„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÁ
(2.7) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ (x0, t0) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(2.8)

„‰Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ C1 Ë C2 Á‡‚ËÒflÚ ÎË¯¸ ÓÚ a1 – a, b – b1,

M, m. ì˜ËÚ˚‚‡fl, ̃ ÚÓ ζC2|p|3 ≤ ζ2p4 + p2, ÔÓÎÛ˜ËÏ

ËÁ (2.8)

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËÂ z ÏÓÊÂÚ ‰ÓÒÚË„‡Ú¸ Ë Ì‡ „‡ÌËˆÂ (ÔË t = 0),
ËÏÂÂÏ

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

Ä ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Vx = ϕ'(w)wx Ë ϕ' ≤ Me, ÚÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

àÁ ÚÂÓÂÏ˚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÂÒÎË Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ‰‡Ì-
Ì˚Â ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (1.2) ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú Í ÍÎ‡ÒÒÛ
ÉfiÎ¸‰Â-ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ò ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ 1 –

– , ÚÓ Ë ‚ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË ÓÒÓ-

·ÂÌÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ÚËÔ‡ ·Û‰ÂÚ ÒÓı‡ÌflÚ¸Òfl.
èÓ‰ Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (1.2) ‚ ÒÎ‡·ÓÏ ÒÏ˚Ò-

ÎÂ ‚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ R = [a, b] × [0, T] ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl
ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl u(x, t), Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË

ϕ'' 2 1
m
----– 

  ϕ ϕ''
ϕ'
----- 

  '
mϕ ϕ''

ϕ'
----- 

 
2

– δ 0.<≤+

e
x
M
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x M, 0 e
1– ϕ x( ) e,≤≤<≤

0 Me
1– ϕ' x( ) Me,≤≤< ϕ'' x( )

ϕ' x( )
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M
2ϕ 2 1

m
----– m– 

  M
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e
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0.<–≤

2ζ 2
p

4
C1 p

2 ζC2 p
3
,+≤

C2
2

4
------

z ζ 2
p

2
C1

C2
2

4
------+≤ C3.= =

z x t,( ) z x t,( ) max C3, M1{ }≤
R

lim≤ C4 .=max

wx C4
1 2/

.≤
R*

limmax

V x
R*

lim MeC4
1 2/≤ C.=max

1
m
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u Ë  fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË Ì‡ R Ë ‰Îfl

Î˛·ÓÈ ÙÛÌÍˆËË η ∈ C1(R), η|∂R = 0 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò [6] ÏÓÊÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸, ̃ ÚÓ ‚ ÒÎÛ-
˜‡Â Â¯ÂÌËÈ, ËÏÂ˛˘Ëı Ó‰ÌÛ ÚÓ˜ÍÛ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒ-
ÚË, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÒÎ‡·Ó„Ó Â¯ÂÌËfl
Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (1.2) Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË
‰‡ÌÌ˚ÏË ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ÉfiÎ¸‰Â-ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ.
åÓÊÌÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ ÚÂı ÚÓ˜Í‡ı, „‰Â ux ≠ ∞,
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Ë ‚
ÒËÎ¸ÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ.

1

ux( )m 1–
------------------

uη t
1

m 1–
-------------

η x

ux( )m 1–
------------------+ xd td

R

∫∫ 0.=

3. é‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÂ ÒÓı‡ÌÂÌËÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı
„‡‰ËÂÌÚÓ‚ Ë ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËÂ ¯ÛÏÓ‚. Å˚Î ÔÓ‚Â‰ÂÌ
fl‰ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚, ‚ ÍÓÚÓ˚ı Â¯‡ÎÓÒ¸
Û‡‚ÌÂÌËÂ (1.2) Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË ‚ ‚Ë‰Â
ÒËÌ„ÛÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÎËÒ¸
¯ÛÏ˚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‚Ë‰Ó‚. èË ‚˚˜ËÒÎÂÌËflı ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÌÂfl‚Ì‡fl ÒıÂÏ‡ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ Ô‡‡-
·ÓÎË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡, „‰Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‰ËÙÙÛÁËË
·‡ÎÒfl Ò ÚÂÍÛ˘Â„Ó ÒÎÓfl: Ì‡ j-Ï ¯‡„Â Â¯ÂÌËÂ ÓÔ-
Â‰ÂÎflÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ

Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË. á‰ÂÒ¸ τ Ë h – ¯‡„Ë ÔÓ
‚ÂÏÂÌË Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û (ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡‚‡Ú¸ Ëı ÔÓ-

ui
j 1+

ui
j

–
τ
h

2
----- 1

ui 1+
j

ui 1–
j

–
2h

--------------------------

m
-------------------------------- ui 1+

j 1+
2ui

j 1+
– ui 1–

j 1+
+( )=

êËÒ. 3. ëÚ‡Ì‰‡ÚÌ‡fl ÍÓÏÍ‡ Ò Ì‡ÎÓÊÂÌËÂÏ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓ„Ó ¯ÛÏ‡.

êËÒ. 4. èÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÓÏÍË Ò ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Ï ¯ÛÏÓÏ (ËÒ. 3).

êËÒ. 1. ëÚ‡Ì‰‡ÚÌ‡fl ÍÓÏÍ‡. êËÒ. 2. èÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓÈ ÍÓÏÍË.
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ËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË). êÂ¯‡fl Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ̄ ‡„Â ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÛ˛
ÚÂı‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‚Ó‰flÚÒfl Ì‡ ÔÂ˜‡Ú¸. Ç ÔÓÒÎÂ-
‰Û˛˘Ëı ÔËÏÂ‡ı ·ÂÂÚÒfl m = 3, ¯‡„Ë ‚˚·‡Ì˚
‡‚Ì˚ÏË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ τ = 0.0001 Ë h = 0.01.
ç‡ „‡ÙËÍ‡ı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ò‡ÏË Â¯ÂÌËfl u Ë Â„Ó
ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË.

ç‡ ËÒ. 1 Ë 2 ËÁÓ·‡ÊÂÌ‡ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ‡fl ÍÓÏÍ‡

Ë ÂÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.
ç‡ ÍÓÏÍÛ Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÂ ‚ÓÁÏÛ-

u0 x( ) x x
1
m
----–

ÔË x 0≠
0 ÔË x 0,=




=

êËÒ. 5. êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (1.2) Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚-
ÏË Ì‡ ËÒ. 3, 4 ÔÓÒÎÂ 90 ËÚÂ‡ˆËÈ.

êËÒ. 6. èÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Â¯ÂÌËfl, ËÁÓ·‡ÊÂÌ-
ÌÓ„Ó Ì‡ ËÒ. 5.

êËÒ. 7. ëÚ‡Ì‰‡ÚÌ‡fl ÍÓÏÍ‡ Ò Ì‡ÎÓÊÂÌËÂÏ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ„Ó ¯ÛÏ‡.

êËÒ. 8. èÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÓÏÍË ÒÓ ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï ¯ÛÏÓÏ (ËÒ. 7).

êËÒ. 9. êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (1.2) Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚-
ÏË Ì‡ ËÒ. 7, 8 ÔÓÒÎÂ 90 ËÚÂ‡ˆËÈ.

êËÒ. 10. èÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Â¯ÂÌËfl, ËÁÓ·‡-
ÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ËÒ. 9.

2
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˘ÂÌËÂ (¯ÛÏ). ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËË u Ë V
ËÁÓ·‡ÊÂÌ˚ Ì‡ ËÒ. 3 Ë 4. 

ç‡ ËÒ. 5 Ë 6 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl
(1.2) ‰Îfl u Ë V ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓÒÎÂ 90 ËÚÂ‡ˆËÈ.
á‡ÚÂÏ ÚÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÔÓ‰ÂÎ˚‚‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÒÎÛ˜‡ÈÌÓ„Ó
¯ÛÏ‡ (ÒÏ. ËÒ. 7–10). èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â „‡ÙËÍË ÔÓ-
Í‡Á˚‚‡˛Ú Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÂ ÔÓ‰‡‚ÎÂÌËÂ ̄ ÛÏÓ‚ Ò ÒÓ-
ı‡ÌÂÌËÂÏ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚ı „‡‰ËÂÌÚÓ‚ (ÍÓÏÓÍ),
˜ÚÓ Â¯‡ÂÚ ÔÓ·ÎÂÏÛ èÂÓÌ˚–å‡ÎËÍ‡.
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